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Resumen

Las relaciones de consecuencia tradicionales son de conclusiones simples, es decir,
admiten argumentos con al menos y a lo sumo una conclusién. En los dltimos tiempos, se
difundié el estudio de relaciones de consecuencia de conclusiones multiples; las mismas
admiten argumentos con un nimero arbitrario de conclusiones—ninguna, varias o incluso
infinitas. La aproximacién predominante a las conclusiones multiples asume lo que deno-
mino una lectura disyuntiva o existencial: un argumento que va de I' a A es vélido si y
s6lo si es necesario que, si todos los 7y en I' son verdaderos, algiin § en A sea verdadero.
Es posible, no obstante, definir una aproximacion alternativa, que asume una lectura que
denomino conjuntiva o universal: un argumento que va de I' a A es vélido si y s6lo si es
necesario que, si todos los <y en I' son verdaderos, fodos los é en A sean verdaderos.

El enfoque conjuntivo a las conclusiones multiples casi no ha sido explorado en
filosofia de la 16gica. El objetivo del presente trabajo es comenzar a cubrir ese vacio. Me
propongo hacer un estudio exploratorio del enfoque, y sostener que tiene interés filoséfico.

El trabajo se estructura en dos partes. La Parte I es técnica. Muestro cémo aplicar el
enfoque conjuntivo a la l6gica clasica, tanto proposicional como de primer orden, desde
un enfoque tanto de Teoria de Modelos como de Teoria de la Prueba. También, considero
algunas l6gicas no cldsicas tipicas, y varias légicas ‘cldsicas’ atipicas; analizo propiedades
metatedricas interesantes de los sistemas presentados. La Parte II es filoséfica: doy dos
familias de razones por las cuales el enfoque conjuntivo puede considerase superior al
enfoque disyuntivo. Por un lado, se desempefia mejor a la hora de modelar el razonamiento

ordinario. Por otro lado, evita ambigiiedades indeseables en el metalenguaje.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

Pégina 2 de 133



Agradecimientos

Hay algunas personas sin las cuales ni la Tesis, ni mi recorrido por la carrera de
Filosofia hubiesen sido posibles. La Tesis y la carrera quizas no sean tan importantes, pero
la gente que estd en nuestras vidas si lo es, asi que vale la pena mencionarla.

En primer lugar, es una alegria y un honor para mi ser parte del Grupo de Ldgica
de Buenos Aires. La calidez humana y calidad académica del grupo son impagables.
Agradezco a todas y cada una de las personas que lo integran, por la garra y buena
onda que ponen para hacer del grupo lo que es. Me gustaria mencionar, en particular, a
Eduardo Barrio, a quien admiro por su enorme labor como coordinador y mentor. También,
a Bruno Da Ré, Diego Tajer y Lucas Rosenblatt, quienes fueron mis directores en distintas
instancias académicas, y a lo largo de toda la carrera me respondieron dudas, leyeron y
corrigieron los fragmentos de texto que fui escribiendo, discutieron ideas conmigo y me
dieron consejos. Por dltimo, a Ramiro Caso, Eliana Franceschini, Nicolds Lo Guercio,
Federico Pailos, Damidn Szmuc y Paula Teijero, cuyos aportes fueron importantes en la
escritura de este trabajo. A todos ellos: jGracias!

En segundo lugar, tuve la suerte de transitar la carrera rodeado de personas que me
hicieron el aguante, me brindaron su ayuda, carifio y su contencién. De la Facu, quisiera
mencionar a Agustina Borzi, Alba Cuenca, Bruno Muntaabski, David Moscoso, Mariela
Rubin y Rocio Roitman. Del Normal, a los eternos Germédn Aguirre, Lautaro Crespo y
Kevin Pellegrini. Del Bachi, a Florencia Solari, Manuel Montecinos y (la flamante fildsofa)
Dolores Pezzani. También, conté con el apoyo y ternura de mi novia Angélica, que me
acompaid (aka. bancd) durante todo el proceso de escritura. Por dltimo, mi psicéloga
Pamela, que desde comienzos de 2021 me ayudd a sortear una crisis de motivacién y

autoestima. A todos ellos: jGracias!
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

Pégina 3 de 133



En tercer lugar, mi familia. Mi mam4, Cristina, que siempre me respaldo, tanto a nivel
emocional como econdémico, en mi intencion de dedicarme a la Filosofia. Mi hermano
menor, Julidn, a quien no en vano decimos que es la luz del hogar. Mi hermano mayor,
Michal, que con su perseverancia, iniciativa y fuerza, fue y es uno de mis ejemplos a
seguir. Y mi papd, Héctor, que me ensefié de la mejor y inica manera que pudo el valor
del esfuerzo y la autosuperacion. Soy lo que soy y hago lo que hago por estas personas. A
todos ellos: jGracias!

Por tltimo, estoy en deuda con la Universidad de Buenos Aires, que no sélo me
brind6é una educacién superior gratuita y de excelencia, sino también financié parte de
mi formacién por medio de sus becas de intercambio y de iniciacion en la investigacion.

Espero poder retribuir, con trabajo, al menos parte de lo invertido por el Estado.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

iii Pégl na4 de 133



Indice general

Introduccion

I Exploracion Técnica

1. Lalégica CCL ...
1.1. Teorfade Modelos . . . . ... ... ... ... ... ... ...
1.2. TeorfadelaPrueba . . . ... ... ... .. ... ... ...,
1.2.1. Secuentes . . . . . . . ...
1.2.2. Deduccién Natural . . . . . ... ... ... ... .. ......
1.3. PrimerOrden . . . . . .. .. ... ...

1.4. Metainferencias . . . . . . . . . . .. e e e e

2. ...y su pandilla
2.1. Algunas légicasnoclédsicas . . . . . .. ... ... ... ... ...,
2.2. Multiples l6gicas cldsicas . . . . . . . . . . ...
2.2.1. Conjuncién, disyuncién y dualidad . . . . . ... ... ... ..

2.2.2. Unidn, interseccion y estructuralidad . . . . . . ... ... ...

II Motivacion Filosofica

3. Validez vernacula
3.1. Conclusiones en la Naturaleza . . . . . ... ... ... ... ......
3.1.1. Elenfoquedisyuntivo. . . . . ... ... . ... .........
3.1.2. Elenfoque conjuntivo . . . . ... ... ... ... ......

3.2. Intuiciones sobre (Meta)Validez . . . . . . . = TS0 00

iv Pégina 5 de 133

11

12
13
17
18
24
27
33

40
40
52
53
60

70

76



Indice general Indice general

4. Ambigiiedad Metateorica 88
4.1. Lametateoriade MCL es ambigua . . . . . . ... ... ......... 89
4.1.1. Validez como preservacionde verdad . . . . . . . ... ... .. 90

4.1.2. Validez como inclusién de contenido . . . . . .. .. ... ... 94

4.2. Por qué importa evitar la ambigiiedad . . . . ... ... ... ... ... 98
43. ;UnTtonkestructural? . . . . . . .. ... oL 102
Coda: Categoricidad 110
Conclusiones 116
Bibliografia 120

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

Pégina 6 de 133



Introduccion

En el campo de la légica filosofica, la consecuencia logica es en general entendida
como una relacion diddica, digamos -3, tal que un enunciado de la forma x -3 y presupone
que el par (x,y) constituye un argumento, y de ese argumento dice que es vdlido. Qué
tipos de cosa representan las variables x e y, depende de cudles sean los constituyentes
de los argumentos. Desde la antigiiedad hasta nuestros dias, se cree que los argumentos
del lenguaje natural pueden tener varias premisas, pero solo una conclusion; los manuales
actuales de introduccion a la l6gica permanecen—sin excepciones, que yo sepa—fieles a
esta idea.! De manera acorde, las relaciones de consecuencia mas tradicionales van de co-
lecciones de oraciones, digamos I', A, ..., a oraciones de un lenguaje dado, digamos ¢, 1, ...
Asi, un enunciado de validez asume la forma I' 3 ¢p. Como no se suele imponer ninguna
restriccion sobre la cardinalidad de las colecciones, estas relaciones en general permiten
hablar de argumentos con una cantidad arbitraria de premisas (ninguna, una, varias o
incluso infinitas) y una tUnica conclusién. Decimos que estas relaciones de consecuencia
son de premisas multiples, pero conclusiones simples, por motivos obvios.?

Hoy en dia, la manera mds comin de analizar la validez es en términos de lo que se
denomina preservacién de verdad formal y necesaria. La idea es que un argumento es
vélido si y sélo si es imposible que sus premisas sean verdaderas y su conclusion falsa,
y ademds, lo anterior se cumple virtud de la forma del argumento y el significado de las

expresiones ldgicas que contiene. En términos sucintos,

Para opiniones de los antiguos, véase v.g. la nocién estoica de argumento reportada por Diogenes
Laercio (Dorandi, 2013, 7.45). Para manuales actuales, véanse, v.g. Allen y Hand (2001, p. 1), Copi et al.
(2016, p. 6), Hodges (1980, p. 53), Hurley (2014, p. 1).

2A veces se considera relaciones de consecuencia de conclusiones simples en donde se impone que la
coleccién de premisas sea finita, o en donde se permite que la coleccion de conclusiones sea vacia, i.e. no
haya ni una conclusién. Estos casos, sin embargo, no son los més frecuentes.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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PRESERVACION DE VERDAD. Un argumento es vdalido si y sélo si, siempre que las premisas

son todas verdaderas, la conclusion es verdadera también.

en donde la expresion ‘siempre’ cumple una funcién doble: por un lado, cuantifica sobre
toda situacion posible, lo que (se asume) garantiza necesidad; por otro lado, cuantifica
sobre toda asignacion de significados a las expresiones no légicas del lenguaje, lo que
(se asume) garantiza formalidad. El andlisis de la validez en términos de preservacion de
verdad fue defendido de manera célebre por Alfred Tarski (1936/1983b).3

Hay cierto consenso en que, si una relacién de consecuencia preserva verdad, entonces
satisface una serie de condiciones, en virtud de las cuales la denominamos tarskiana. Sea

L un lenguaje formal proposicional:

Definiciéon 1. Una relacion de consecuencia logica tarskiana sobre L es una relacion dia-
dica -3 que va de conjuntos de oraciones a oraciones de L, es invariable bajo sustitucion,*
y satisface las siguientes condiciones:

@ {¢} 3¢

(b) SiI' 3¢ yI' C A, entonces A 3 ¢

(c) Sil' 36 paratododen A,y A 3¢, entonces I' 3 ¢

De manera intuitiva, la condicidén (a) dice que la consecuencia légica es (en cierta medida)
reflexiva, dado que toda oracién se autoimplica. La condicién (b), que la consecuencia
16gica es mondtona, es decir, agregar premisas a un argumento vélido siempre devuelve
otro argumento vélido. Por ultimo, (c) dice que la consecuencia légica es (en cierta
medida) transitiva, dado que si un conjunto implica todas las oraciones de otro, también
implica todas sus consecuencias. Quienes adscriben al andlisis de la validez en términos
de preservacion de verdad, tienden a pensar que los principios (a), (b) y (c) son definitorios

de cualquier relacién que pretenda modelar la validez de conclusiones simples.

3Que sea la manera mds comiin de entender la validez, no significa que sea la tnica. Dos familias de
16gicas que prima facie rechazan este andlisis son la intuicionista (véase Moschovakis, 2021) y la relevante
(véase Mares, 2020).

4En términos informales, una sustitucién es una funcién que reemplaza, de manera uniforme, las varia-
bles proposicionales de las oraciones del lenguaje por oraciones cualesquiera. La relacién -3 es invariable
bajo sustitucién si y s6lo si, para toda sustitucién oy para cualesquieraI'y ¢, siT” -3 ¢ entonces o'(I') 3 o(¢).

(Véase Jansana (2016) para mds detalles.) La invariancia bajo sustituéabA 232t 2330 h AR ArdoMdsaF Y L

de (o una manera de capturar) el hecho de que la consecuencia légica es una relacién formal.
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Al exponer la lectura intuitiva de las condiciones (a) y (c), usamos la aclaracién
parentética “en cierta medida”. La razén es que, en sentido estricto, las relaciones de
consecuencia tarskianas no son ni reflexivas ni transitivas. Las nociones de reflexividad y
transitividad son relacion-tedricas, es decir, provienen de la teoria de las relaciones. Sus

definiciones usuales son las que siguen (véase, v.g. Boolos et al., 2002, p. 143):

Definicién 2. Sea R una relacién diddica sobre un conjunto A
= Res reflexiva siy sélo si para todo x en A, xRx.

» R es transitiva si'y s6lo si para todos los x,,z en A, si xRy y yRz, entonces xRz.

Nétese que, en la definicion, A es tanto el dominio como el codominio de R. Las relaciones
de consecuencia tarskianas, sin embargo, no estdn definidas sobre un conjunto tnico que
haga las veces de dominio y codominio. Luego, no son el tipo de cosa que puede ser
reflexiva o transitiva. Las condiciones (a) y (c) expresan, se suele asumir, una manera
razonable de restringir las condiciones de reflexividad y transitividad al contexto de las
relaciones de consecuencia de conclusiones simples.

En su trabajo fundacional en Teoria de la Prueba, Gerhard Gentzen (1934-35) define
el conocido cdlculo LK para la logica cldsica (véase Sec. 1.3). Las reglas de LK contie-
nen apariciones de un simbolo, digamos =, que se asume que no pertenece al lenguaje
objeto. La interpretacion habitual de LK entiende a = como denotando la relacién de
consecuencia logica.> Bajo esta lectura, la consecuencia de LK va de colecciones finitas de
oraciones—hasta aqui sin sorpresas—a otras colecciones de oraciones, finitas también—
he aqui la innovacion. Permite hablar de argumentos con una cantidad arbitraria finita de
premisas (una, ninguna o varias) y una cantidad también arbitraria finita de conclusiones.
Los posteriores trabajos de Carnap (1943), Kneale (1956) y Scott (1974) continuaron
explorando relaciones de consecuencia cuyos codominios contienen colecciones de ora-
ciones. Decimos que tales relaciones son de conclusiones muiltiples, y salvo aviso en

sentido contrario, asumimos que las colecciones del caso pueden ser infinitas.

5Como sefialan Shoesmith y Smiley (1978, p. 20), la lectura habitual de LK contradice la sugerencia
del mismo Gentzen, quien en su trabajo dice de manera explicita que una expresién del tipo A1,..., A, =
B1,..., B, significanada mas que A1 A ... A A, = B1 V...V By, (p. 290). A mi entender, bajo la interpretacion
gentzeniana LK es un calculo para valideces clasicas condicionales GD-2022-00151380-UBA-DMEA#FFY L
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En la actualidad, el estudio y uso de las conclusiones multiples se encuentra consoli-
dado; las vemos tanto en teoria de la prueba como en teoria de modelos, tanto en articulos
exploratorios como en manuales didacticos. El enfoque mds comin—de hecho, el tinico
que circula con cierta regularidad en la literatura—asume lo que denomino una lectura
disyuntiva o existencial. A grandes rasgos, sostiene que un enunciado del tipo “A se sigue
de I'” es en algiin sentido equivalente al enunciado “La disyuncién de las cosas en A se
sigue de la conjuncién de las cosas en I”’. El enfoque no se encuentra atado a ningin
andlisis en particular de la nocién de validez. Sin embargo, y como mencionamos antes,
el andlisis méas difundido de la validez es en términos de preservacion de verdad. Por eso,

podemos tomar como referencia la siguiente formulacién sucinta:

ENFoOQUE p1sYUNTIVO. Un argumento es vdlido si y sélo si, siempre que todas las premisas

son verdaderas, alguna de las conclusiones es verdadera también.

Segun el enfoque, entonces, un argumento es sélido (i.e. vdlido y con premisas verdaderas)
sOlo si respalda sus conclusiones por medio de un enunciado existencial, a saber, el que
afirma que al menos una de las conclusiones es verdadera; a su vez, ese enunciado
existencial es equivalente a la disyuncion de todas las conclusiones.® Por eso sostenemos
que el enfoque hace una lectura disyuntiva o existencial de las conclusiones multiples.
En lo que sigue, decimos que una relacion de consecuencia es de conclusiones multiples
disyuntivas si y s6lo si es de conclusiones multiples y, ademads, preserva verdad en el
sentido especificado por el enfoque disyuntivo.

Hay cierto consenso en que, si una relacion de consecuencia es de conclusiones
multiples disyuntivas, entonces satisface una serie de condiciones, en virtud de las cuales

la denominamos Scott:7°3

%Con ‘equivalente’, me refiero a equivalencia informal o intuitiva. El argumento podria tener infinitas
conclusiones. En ese caso, para probar la equivalencia harfa falta una l6gica con reglas infinitarias.

8La conversa no vale, es decir, no toda relaciéon de consecuencia Scott preserva verdad en el sentido
especificado por el enfoque disyuntivo. Atestiguan este hecho las relaciones de consecuencia de conclusiones
multiples conjuntivas (véase infra, p. 7).

8La definicién original de Scott asume que los conjuntos a los que se hace referencia son finitos. Aqui,
relajo esta restriccién, de ahi que la condicién de finitud figure entre paréntesis.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Definicion 3. Una relacion de consecuencia logica Scott sobre L es una relacién -3 que va
de conjuntos (finitos) de oraciones a conjuntos (finitos) de oraciones de L, es invariable
bajo sustitucion, y satisface las siguiente condiciones:
@ {p} 3¢
(b*) SiI’ 3AyI' C X, entonces X 3 A
(c*) SiT 3AU{¢p} yT'U{¢p} 3A, entonces 3 A

La condicién (a) viene heredada de la nocién de consecuencia tarskiana. Las condiciones
(b*) y (c*), por su parte, se entienden como generalizaciones plausibles de (b) y (c) a
un contexto de conclusiones mdltiples. Quienes adscriben al andlisis de la validez como
preservacion de verdad, tienden a pensar que las condiciones (a), (b*) y (c*) son definitorias
de cualquier relacion que pretenda modelar la validez de conclusiones multiples.

La primera observacion que motiva este trabajo es que el enfoque disyuntivo se vincula
de manera un tanto curiosa con las propiedades de reflexividad y transitividad. Por un
lado, vimos que una relacién de consecuencia de conclusiones simples no puede ser
reflexiva o transitiva, porque, por definicién, su dominio y codominio no coinciden.
Las condiciones (a) y (c) se entendian, entonces, como restricciones razonables de los
requisitos de reflexividad y transitividad a un contexto de conclusiones simples. Por otro
lado, las relaciones de conclusiones multiples si son el tipo de cosa que puede ser reflexiva
o transitiva, dado que sus dominios y codominios coinciden. Uno podria esperar, entonces
(o al menos, yo hubiese esperado) que satisfagan reflexividad y transitividad en el sentido
estricto (o usual, o relacidn-tedrico) de estas nociones. Pero eso no pasa. Sea -3 cualquier

relacion de consecuencia 16gica Scott sobre un lenguaje L:
Hecho 1. Si 3 es de conclusiones multiples disyuntivas, es no reflexiva.

Demostracion. Por definicion de relacion Scott, -3 es una relacién sobre el el conjunto de
todos los conjuntos de oraciones de £, que denominamos P (L). El conjunto vacio @ es
un elemento de P(L). Siempre se da que todas las oraciones en @ son verdaderas. Sin

embargo, nunca se da que alguna oracién en @ es verdadera. Luego, no se cumple que,

siempre que todas las oraciones en @ son verdaderas, algbh2@2610H3380- B PetdMictirFY L
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Por definicion del enfoque disyuntivo, entonces, @ no se autoimplica segin -3, es decir,

@ A @. Asi, no se da que, para todo x en P(L), x 3 x. ]

Hecho 2. Si 3 es de conclusiones multiples disyuntivas, y hay al menos dos conjuntos no

vacios I' y A tales que I' 8 A, entonces -3 es no transitiva.

Demostracion. Sean I' y A dos conjuntos no vacios tales que I' 8 A. Por un lado, T' U
{A} 3{A} UA, dado que siempre que todas las oraciones en I' U { A} son verdaderas,
A es verdadera, y por ende, alguna oracién en {A} U A es verdadera. Por otro lado,
{A} UA 3 A, dado que siempre que todas las oraciones en {A} U A son verdaderas,
alguna oracion en A es verdadera. Pero tenfamos que I' 8 A. Entonces, no se cumple que,

para todos los x,1,z en P(L), si x 3y y y 3 z entonces x 3 z. m]

A pesar de lo anterior, el enfoque disyuntivo valida algunas versiones restringidas de
reflexividad y transitividad. Por ejemplo, tenemos que reflexividad vale para conjuntos no

vacios, y transitividad queda en parte capturada por el principio conocido como ‘Cut’:
(d) SiIr 3{A}UA,yXU{A} 311, entoncesTUX 3AUII

Estas versiones de reflexividad y transitividad generalizan las condiciones (a) y (c), pen-
sadas para conclusiones simples. La pregunta que surge es, ;son todo lo generales que
podriamos esperar? En otras palabras, ;deberia la validez de conclusiones miiltiples ser
reflexiva y transitiva sin mds? ;O acaso es pedir demasiado?

Vale la pena notar, porque serd relevante mas tarde, que el enfoque disyuntivo inva-
lida reflexividad y transitividad en un sentido diferente de aquel en el que, por ejemplo,
cualquier 16gica razonable invalida una letra proposicional p. Nosotros podemos, si asi lo
deseamos, formular una teoria cuya relacién de consecuencia subyacente sea de conclu-
siones multiples disyuntivas, en donde p sea un teorema, y que la teoria sea consistente.
Pero, por un lado, el Hecho 2 nos dice que cualquier teoria cuya relacion de consecuencia
sea de conclusiones multiples disyuntivas, y que valide transitividad irrestricta, es trivial
para conjuntos no vacios, y a fortiori inconsistente. Por otro lado, la definicién de validez
propuesta por el enfoque disyuntivo justifica, ademds de las condiciones (a), (b*) y S(E:*%

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
también el siguiente principio:
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(e) SiI' 3A,y AC X, entonces ' 32

La razén es que, si un conjunto de premisas garantiza la verdad de una cierta disyuncion,
también garantiza la verdad de toda disyuncion que resulte de agregarle a aquella unos
cuantos disyuntos adicionales. Ahora bien, cualquier teoria que satisfaga el principio (e),
sea reflexiva y esté formulada sobre una relacién de consecuencia logica de conclusiones
multiples disyuntivas es trivial también.® El enfoque disyuntivo es, por asi decirlo, no
reflexivo y no transitivo de manera esencial.

La segunda observacion que motiva este trabajo es que el enfoque disyuntivo, a pesar
de ser estandar, no constituye la inica manera razonable de leer las conclusiones multiples.
Es cierto que el estudio de las conclusiones multiples surgié a partir de la formulacién de
LK, y el enfoque disyuntivo estd justificado para el caso de este sistema, dado que, por
ejemplo,en LK { A} implica { A, B}. Sin embargo, podriamos definir otros sistemas, cuyas
valideces induzcan una lectura distinta de las conclusiones multiples. En particular, me
interesa lo que denomino un enfoque conjuntivo o universal. A grandes rasgos, sostiene que
un enunciado del tipo “A se sigue de I’ es en algin sentido equivalente al enunciado “La
conjuncién de las cosas en A se sigue de la conjuncion de las cosas en I”’. Si entendemos
a la validez es en términos de preservacion de verdad, podemos tomar como referencia la

siguiente formulacidn sucinta:

ENFOQUE conjunTIvo. Un argumento es vélido si y solo si, siempre que las premisas son

todas verdaderas, las conclusiones son todas verdaderas también.

Segtn el enfoque, un argumento es sélido sélo si respalda sus conclusiones por medio de
un enunciado universal, a saber, el que afirma que todas las conclusiones son verdaderas;
a su vez, ese enunciado universal es equivalente a la conjuncién de todas las conclusiones
involucradas. Por eso sostenemos que el enfoque hace una lectura conjuntiva o universal de
las conclusiones multiples. En lo que sigue, decimos que una relacién de consecuencia es
de conclusiones multiples conjuntivas si 'y s6lo si es de conclusiones multiples y, ademas,

preserva verdad en el sentido especificado por el enfoque conjuntivo.

%Por reflexividad, el conjunto vacio se autoimplica, y por (c%@@@?%&@&é@?}%@ﬁ}é%@ﬂl%ﬁ%ﬂ

cualquier otro conjunto.
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Una diferencia relevante entre los enfoques disyuntivo y conjuntivo radica en la lectura
que inducen del conjunto vacio, @. Es estdndar definir una verdad logica como una oracién
que siempre es verdadera, y una falsedad l6gica como una oracion que nunca lo es.'° Una
verdad légica se sigue de cualquier cosa y s6lo implica verdades 16gicas; una falsedad
l6gica solo se sigue de falsedades 16gicas, e implica cualquier cosa. Ahora bien, siempre
se da que las oraciones en @ son todas verdaderas, aunque nunca se da que alguna lo es.
Por eso, bajo el enfoque disyuntivo @ sélo implica verdades I6gicas (ninguna oracidn que
no siempre sea verdadera puede su consecuencia),!!, y al mismo tiempo, s6lo de sigue
falsedades 16gicas (ninguna oracion que a veces sea verdadera lo puede implicar). Asi,
decimos que @ funciona como verdad légica en cuanto premisa (es decir, desde el punto
de vista de las cosas que implica) pero como falsedad 16gica en cuanto conclusion (es
decir, desde el punto de vista de las cosas de las que se sigue). La situacién cambia, sin
embargo, cuando pasamos al enfoque conjuntivo. Ahora, @ sélo implica verdades légicas,
pero ademas, se sigue de cualquier cosa Asi, decimos que @ funciona como verdad logica
tanto en cuanto premisa, como en cuanto conclusién. Vemos que el enfoque conjuntivo
induce una lectura mds uniforme de este conjunto (su rol inferencial no varia dependiendo
de la posicién que ocupa en el argumento).

Otra diferencia relevante entre los enfoques radica en las propiedades que satisfacen sus
relaciones de consecuencia. Para empezar, es simple comprobar, usando razonamientos
informales, que el enfoque conjuntivo también justifica las condiciones (a), (b*) y (c*)
de la nocién de consecuencia Scott; en ese sentido, no implica un radical abandono de
los principios tradicionales de las relaciones de consecuencia de conclusiones multiples.
(Para ilustrar el tipo de razonamiento utilizado, consideremos (b*). Supongamos que
siempre que todas las premisas en I' son verdaderas, todas las conclusiones en A son

verdaderas, y ademads, I' estd incluido en 2. Se sigue, por hechos bésicos de teoria de

10Hay excepciones, en particular en contextos multivaluados. Por ejemplo, Beall y Ripley (2004) propo-
nen una interpretacion de la 16gica paraconsistente LP en donde la validez no se entiende como preservacion
de verdad, sino como preservacién de no falsedad; de manera acorde, las verdades l6gicas son no las ora-
ciones que son siempre verdaderas, sino las que son nunca falsas.

1En el cuerpo del texto sélo considero oraciones. En términos mds generales, podriamos decir que,
bajo el enfoque disyuntivo, @ sélo implica conjuntos tales que siempre al menos una de sus oraciones es

verdadera. Aclaraciones andlogas aplican al resto de este parrafo. GD-2022-00151380-UBA-DMEXFEY L
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conjuntos, que siempre que todas las premisas en 2 son verdaderas, también son verdaderas
todas las premisas en I', y por ende las conclusiones en A.) Pero ademds—y este es el
punto clave—es trivial notar que el enfoque conjuntivo valida reflexividad y transitividad
irrestricta. (Consideremos transitividad. Si I" implica A, y A implica X, entonces siempre
que todas las oraciones en I' son verdaderas, también son verdaderas todas las oraciones
en A, y por ende, en X.. Esto es, I" implica X.) En otras palabras, el enfoque conjuntivo es
‘todo lo reflexivo y transitivo’ que uno puede pedir.

Hasta ahora, la lectura conjuntiva de las conclusiones miltiples fue poco o nada
considerada en la literatura en filosofia de la l6gica.'>!3 El objetivo de este trabajo es
comenzar a cubrir ese vacio. Me propongo,en primer lugar, hacer una exploracién técnica
del enfoque conjuntivo, investigando su aplicacion formal a la 16gica cldsica y varios otros
sistemas. En segundo lugar, hacer una evaluacién filoséfica, con foco en las siguientes
preguntas: (i) ;pueden las conclusiones miultiples conjuntivas usarse para modelar el
razonamiento ordinario? ;y las conclusiones multiples disyuntivas? ;cudl de los enfoque
se desempefia mejor? (ii) ;hay aspectos filoséficos o tedricos en los que el enfoque
conjuntivo sea superior al disyuntivo, o viceversa? En caso positivo, ;cudles son esos
aspectos? y ;resultan determinantes para elegir entre los dos enfoques?

El trabajo se estructura en dos partes. La Parte I es técnica. En el Capitulo 1, presen-
to el enfoque conjuntivo a las conclusiones multiples aplicado a la 16gica clasica, tanto
proposicional como de primer orden, tanto desde un enfoque de Teoria de Modelos como
desde uno de Teoria de la Prueba. Ademas, analizo las metainferencias de uno de los sis-
temas resultantes, y sostengo que se comportan de la manera esperada—asi, proporcionan
evidencia adicional en favor de que el sistema definido es la 16gica clédsica. En el Capitulo
2, estudio varias l6gicas emparentadas de uno u otro modo con la légica proposicional

clasica de conclusiones multiples conjuntivas. Primero, considero la aplicacién del enfo-

12Dos excepciones son Cintula y Paoli (2016) y Pailos y Toranzo Calderén (2021). En el primer caso, sin
embargo, los autores adoptan la lectura conjuntiva de un modo que podriamos denominar instrumental—Ila
utilizan para responder ciertas objeciones que se han lanzado contra las l6gicas no contractivas—y no
se comprometen con una de las tesis defendidas en este trabajo, a saber, que en el lenguaje natural hay
argumentos con conclusiones multiples conjuntivas. En el segundo caso, los autores consideran a la lectura
conjuntiva como posibilidad, pero no le dedican un andlisis mds profundo.

13Saliendo de la Filosofia de la Légica, la lectura conjuntiva dﬁBS Insi lqg { é%gi._sp ,
estudiada en Légica Algebraica; véanse, v.g. Font (2001), Galatos y sﬁ%@%@g?%s‘?@g—va (%%W L
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que conjuntivo a algunas légicas no clasicas tipicas—tomando casos tanto estructurales
como subestructurales. Luego, me aboco a ciertas 16gicas ‘cldsicas’ atipicas, que surgen
cuando partimos de la légica cldsica de conclusiones multiples estdndar y ‘jugamos’ con
las lecturas conjuntiva y disyuntiva de premisas y conclusiones. En el camino, hago al-
gunas consideraciones y exhibo algunos resultados sobre las nociones de dualidad entre
sistemas, y sub-super-contra- estructuralidad.

La Parte II es filosoéfica. Presento dos familias de razones por las cuales el enfoque
conjuntivo a las conclusiones multiples tiene interés. En el Capitulo 3, argumento que se
desempefia mejor que el enfoque disyuntivo a la hora de modelar el razonamiento ordina-
rio, y esto por dos motivos: (a) de hecho existen los argumentos con conclusiones multiples
conjuntivas en el lenguaje natural—contrario a lo que ocurre con las conclusiones mul-
tiples disyuntivas; (b) el enfoque disyuntivo valida ciertas inferencias que consideramos
invdlidas y viceversa, invalida algunas que consideramos vdlidas; ninguno de los contra-
ejemplos relevantes afecta al enfoque conjuntivo. En el Capitulo 4, sostengo que el enfoque
disyuntivo tiene un aspecto indeseable que el conjuntivo no, y es la ambigiiedad de los
términos metatedricos. Ademads, hago una analogia entre la conectiva ToNk, a menudo
considerada como ilegitima, y el comportamiento estructural del enfoque disyuntivo. Por
ultimo, en la Coda trato con brevedad una posible objecion, que se basa en la idea de que el
enfoque disyuntivo nos permite, pero el conjuntivo no, curar una vieja dolencia que aqueja
a la légica clésica, a saber, el problema de la categoricidad de Carnap. Para terminar el

trabajo, esbozo algunas reflexiones finales en las Conclusiones.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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1. Lalogica CCL ...

En este capitulo caracterizo de manera precisa la lectura conjuntiva de las conclusiones
multiples aplicada a la 16gica clasica. En las primeras dos secciones, presento y analizo el
sistema que resulta de generalizar la 16gica cldsica proposicional de conclusiones simples
a conclusiones multiples, de tal manera que las conclusiones admitan, y de hecho induz-
can, una lectura conjuntiva. Denomino a esta 16gica CCL. En la Sec. 1.1, expongo CCL
desde un enfoque de Teoria de Modelos, y la contrasto con la 1égica cldsica de conclu-
siones simples, CL, y la l6gica cldsica de conclusiones miiltiples estindar, MCL. En la
Sec. 1.2, expongo CCL desde un enfoque de Teoria de la Prueba; proporciono un célculo
de secuentes y uno de deduccion natural correctos y completos. En la Sec. 1.3, hago una
breve incursion en lenguajes de primer orden; presento la 16gica cldsica de conclusiones
multiples que denomino FOCL, en donde, claro est4, las conclusiones se leen de manera
conjuntiva; expongo el sistema tanto desde un enfoque de Teoria de Modelos, como uno de
Teoria de la Prueba. Por dltimo, en la Sec. 1.4 analizo las metainferencias validas en CCL,
y sostengo que proporcionan evidencia adicional para pensar que la 16gica en cuestion es
la 16gica clésica.

El lenguaje. En gran parte de la Tesis trabajamos con un lenguaje proposicional
estandar. Usamos el simbolo L para referirnos tanto al lenguaje mismo como al conjunto
de sus férmulas bien formadas—con la esperanza de que el contexto y la caridad de la
lectora basten para desambiguar la referencia.! Asumimos un conjunto enumerable Var
de variables proposicionales p,q,7,...; denominamos a tales variables formulas atomicas
de L. Las constantes 16gicas primitivas son A,V,—,—y L, de aridades 2, 2,2, 1y 0
e interpretadas como conjuncién, disyuncion, condicional, negacion y falsedad logica,

respectivamente.

! Adopto esta convencion para simplificar la notacion. Cualquienggy. byopéaptps 8w BpadeEREEy L
lenguajes formales (v.g. el algebraico (Font, 2001), el 16gico (Boolos et al., 2002)) sirve para definir L.
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Notacion. Usamos letras latinas maytsculas A, B, C, ... para formulas esquematicas, y
letras griegas mayusculas I', A, %, ... para conjuntos de férmulas. Asumimos la terminologia
estdndar de teoria de conjuntos; en particular, usamos @ para denotar al conjunto vacio, y
P(T') para el conjunto potencia de T'. Siguiendo la practica comin, escribimos I', A para
abreviar  UA y T, A para abreviar I' U { A }. En ocasiones nos referimos a los argumentos
por medio de pares del tipo (I', A), en donde se entiende que I es el conjunto de premisas,

y A el de conclusiones.

1.1. Teoria de Modelos

En esta seccion, caracterizo CCL desde un enfoque semdntico o de Teoria de Modelos.

Para empezar, definimos las interpretaciones (o valuaciones) de nuestro lenguaje:

Definicién 4. Una interpretacion cldsica de £ es una funcién v : £ — {1,0} tal que
v(l)=0
v(—A) =1—v(A)
v(AV B) =max(v(A),v(B))
9(A A B) = min(v(A),o(B))
(A — B) =max(1 — v(A),v(B))
Utilizamos Val para denotar el conjunto de todas las interpretaciones cldsicas de £,y v(T')

para el conjunto {v(A): A €T}.

Ahora, presentamos varios sistemas logicos. Dada cualquier 16gica L, decimos que un
argumento con premisas I' y conclusiones A es vdlido en L, o también, que el conjunto
A es L-implicado por T, si y s6lo si I' =1 A. Para empezar, exhibo la légica cldsica de

conclusiones simples, que denominamos CL:

Definicion 5. La relacion =cp, C P(L) x L se define como sigue:

I'|=cL A siy sélosi, Vo € Val, si v(I') C {1} entonces v(A) = 1.

En segundo lugar, exhibo la légica cldsica de conclusiones multiples estindar, que me

permitiré denominar MCL, por “Mixed Classical Logigp_ﬁgzéﬁoemﬁ%g%g_LeJlBr'f\o_r?l rg%EFYL

13 Pégl na 19 de 133



1.1. Teoria de Modelos Capitulo 1. Lalégica CCL ...

que este sistema, por como estd definido, impone una lectura ‘mixta’ de los relata de
la relacién de consecuencia légica: las premisas de un argumento son leidas de manera

conjuntiva, y las conclusiones de manera disyuntiva.

Definicion 6. La relacion =y, C P(L) x P(L) se define como sigue:

I' EmcL A siy sélo si, Vo € Val, si o(T') C {1} entonces, v(A) € {0}.

Por dltimo, introducimos el sistema que, seglin argumento, sirve para caracterizar a la
l6gica clésica de conclusiones multiples conjuntivas. Como adelanté, denomino a este

sistema CCL, por “Conjunctive Classical Logic”.

Definicion 7. La relacién =ccr, C P (L) x P (L) se define como sigue:

I EccL A siy solo si, Vo € Val, si o(T') C {1} entonces v(A) C {1}.

En lo que queda de esta seccidn, expongo una serie de hechos acerca de CCL y su
relacién con las otras dos légicas presentadas. Los mismos serdn utiles a lo largo del
presente trabajo, tanto desde un punto de vista técnico como filoséfico.

Primero, un conjunto de oraciones I' implica otro conjunto A en CCL si y sélo si

implica cada una de las 6 en A:
Hecho 3. T =ccp Asiy sélosi T |=ccr 0 para todo § € A.

(La prueba es trivial.) A mi juicio, esto justifica la idea de que las conclusiones multiples
en CCL pueden y deben ser leidas de manera conjuntiva.

Segundo, CCL satisface varias propiedades estructurales de interés:

Hecho 4. Las siguientes condiciones valen para todo I',A, X, {A} C L:
@ I'Ecal T
(b) SiT ceL Ay A Eccr 2, entonces ' =ccp &
(¢) SiT EccL A, Ay T/, A l=ccr A, entonces T,T =L A, A
(d) SiT =ccL A, entonces T, X F=ccL A
(e) SiT =ccL A X, entonces T =ccp A

(Las pruebas se dejan como ejercicio para la lectora.) Las condiciones (22’3 Oy b) muestran
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

que CCL es reflexiva y transitiva, en el sentido usual (es decir, relacion-teorético) de los
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términos. La condicién (c¢) muestra que CCL valida globalmente la regla conocida como

como ‘Corte’ [‘Cut’]

I'=AA I'A= A

Cut I T = AN

en donde la flecha ‘=" se lee como implicacion logica, y la validez global significa que,
si los argumentos por encima de la linea son vélidos, el argumento por debajo también.>
Como adelantamos en la Introduccién, Cut es la forma sui generis de transitividad que
vale en MCL. La condicién (d) muestra que CCL valida globalmente ‘Debilitamiento

Izquierdo’ [‘Left Weakening’]:

I'=C
I'A=C

LW
La interpretacion usual de LW es que expresa una cierta propiedad de monotonia, a saber,
que agregar premisas a un argumento valido siempre da como resultado otro argumento
valido (cf. Paoli, 2013); se piensa que esta propiedad es necesaria para una relacion
de consecuencia pueda modelar razonamientos no derrotables (v.g. Strasser y Antonelli,

2019). Por ultimo, la condicioén (d) expresa que CCL valida globalmente la regla conocida

como ‘Antidebilitamiento Derecho’ [ ‘Right anti-Weakening’]:

=A%
I'=A

RaW
Cuando leemos las conclusiones multiples de manera conjuntiva, podemos interpretar este
principio como diciendo que, si una conjuncidn se sigue de ciertas premisas, cada uno de
los conyuntos se sigue también. De hecho, considero que, en nuestro enfoque, podriamos
denominar a la condicién (d) ‘debilitamiento’ en lugar de ‘antidebilitamiento’.

Tercero, CCL viola cierto principio estructural tipico de las 16gicas con conclusiones

multiples habituales:

Hecho 5. No se da que, para,A, X C £, si T =ccr A entonces I [=ccr A, Z.

(Prueba: {p} =ccL {p}. pero {p} FEccL {p,9}.) En el enfoque predominante, que

lee las conclusiones multiples de manera disyuntiva, el principio invalidado por CCL se

conoce como ‘Debilitamiento Derecho’ [‘Right weakeniégi]Z'OZZ—OOlSBSO—UB A-DMEHEEY L

2Para més sobre validez global, véase Sec. 1.2.
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I'=A

RWT A

La interpretaciéon usual de RW es que expresa otra propiedad de monotonia, a saber,
que poner las conclusiones de un argumento védlido en disyuncién con otras oraciones
cualesquiera siempre da como resultado otro argumento vélido. En el enfoque conjuntivo,
sin embargo, seria razonable denominar al principio en cuestiéon ‘Antidebilitamiento’,
y no tenemos razones intuitivas para pensar que es valido: poner las conclusiones de un
argumento valido en conjuncién con otras oraciones cualesquiera no tiene por qué devolver
otro argumento valido.

Cuarto, existe un vinculo cercano entre CCL y CL:
Hecho 6. T’ ’:CL A si y solo si I' IZCCL {A}

(La prueba es trivial.) A mi juicio, este vinculo justifica la idea de que CCL es una
generalizacion de, y no un sistema divergente con, la légica cldsica de conclusiones
simples. El Hecho 6 también se puede expresar, de manera a mi juicio elegante, en
términos relacion-tedricos. Denominamos singulete a un conjunto de un Unico elemento;
usamos Sing(T") para denotar el conjunto de todos los singuletes en I'.3. En lugar de asumir
la Definicion 5, podemos decir que la 16gica CL tiene una relacién de consecuencia que
va de conjuntos a singuletes, i.e. =c.C P (L) x Sing(P(L)). Esta pequeiia variacién
respecto de la definicién estdndar no tiene—en mi opinidn—consecuencia conceptual
alguna. Por otra parte, si R es unarelaciénen S x P,y ademds, X C Sy Y C P, decimos
que la restriccion de R a X x Y es larelacion R [xxy= R N (X x Y). Asi, el Hecho 6
indica que CL es Ia restricciéon de CCL a argumentos cuyo conjunto de conclusiones es

un singulete, es decir,

=cL=FFccLp(z)xsing(P(L))-
Quinto, CCL diverge en dos sentidos de MCL.:

Hecho 7.
(@) FccLZFmer (v-g- {p} FccL @ pero {p} EmcL @)
() EmcLZFccL (vg- {p} Fccr {p 9} pero {p} FmcL {r.9})

3Formalmente, Sing(T’) se define como {x:x e I AVyVz(y €x Az € x) —>g = zg
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Asi, CCL es una contralégica de MCL, es decir, tanto una sublégica—condicién (a)—
como una superlégica—condicién (b).# Asimismo, MCL satisface un resultado andlogo
al Hecho 6: coincide con CL en los argumentos de una tnica conclusion. Por lo tanto, po-
demos entender a CCL y MCL como dos l6gicas que ‘compiten’ por ser la generalizacién
correcta de la 16gica cldsica a conclusiones multiples.

Sexto y tltimo, CCL disfruta de la siguiente propiedad de compacidad:

Hecho 8. T =cc A siy sélo si, para cualquier subconjunto finito A’ de A hay algin

subconjunto finito I’ de T tal que T =ccp, A,

Demostracion. Probamos el sentido de izquierda a derecha, y dejamos el sentido de
derecha a izquierda como ejercicio.

Supongamos T |=ccp A y sea A’ un subconjunto finito de A. Para todo § € A/,
I' EccL J (por el Hecho 3), y entonces ' = J (por el Hecho 6), y I’ = 6 para algiin
subconjunto finito I’ de T (por la compacidad de CL), y por dltimo I" |=ccr J (por el
Hecho 6 otra vez). Existe, entonces, una secuencia I'y, ..., I';, de subconjuntos finitos de I
tal que, para cada §; € A/, T; Eccr 6;. La unién de todos los T; en la secuencia es finita,
implica A’ en CCL (por el Hecho 3 otra vez). Nuestro A’ era arbitrario. Luego, arribamos

al resultado. O

Por supuesto, no vale para CCL el resultado de compacidad que se suele dar para MCL,
a saber, que I' implica A si y solo si existe algin subconjunto finito de I que implica A.
Para ilustrar un fallo de esta propiedad en CCL, tenemos que Var =cct Var, pero no hay

un subconjunto finito I de Var tal que I =, Var.

1.2. Teoria de la Prueba

En esta seccion, caracterizo CCL desde un enfoque sintictico o de Teoria de la
Prueba. En el apartado 1.2.1 , presento un cédlculo de secuentes para CCL; en el 1.2.2,
uno de deduccién natural. Los cdlculos van acompafiados de sus respectivos resultados de

correspondencia con |=ccr, i-e. correccién y completitugD_ 2022-00151380-UBA-DME4FEY L

4Para mas sobre sub, super y contralégicas, véase Sec. 2.2.1.
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1.2.1. Secuentes

Un cdlculo de secuentes tipo Gentzen es un sistema axiomdatico cuyas reglas operan
sobre secuentes y no sobre formulas (cf. Avron, 2003). Un secuente es un objeto de la
forma I' = A, en donde I' y A son colecciones finitas de férmulas y el simbolo = no
es parte del lenguaje objeto. Dependiendo del caso, las colecciones que aparecen en el
secuente se entienden de distintas maneras, v.g. como conjuntos, multiconjuntos, listas.
Nosotros asumimos que son conjuntos. Denominamos secuente esquemdtico a un objeto
de la forma I' = A, en donde I' y A son, ya no colecciones de férmulas, sino colecciones

de féormulas esquemadticas y/o conjuntos de féormulas arbitrarios.

Definicion 8. Si Sy es un cdlculo de secuentes, una regla de Sy es de la forma

F1:>A1 I'y= Ay
2 =11

R

en donde I'y = Aq,...,I'; = A, X = 11 son secuentes esquematicos. Decimos que R es
el nombre de laregla, I'y = Aq,...,I'y = Ay, sus premisas, y 2. = 11 su conclusion. Una
regla es estructural si en su formulacién no aparecen constantes logicas; es operacional

si no es estructural. Un axioma es una regla que carece de premisas.
Dos nociones centrales son las de regla derivable y admisible:

Definicion 9. Dado un célculo St y una regla R cualesquiera
= R es derivable en Sy, si 'y s6lo si la conclusion de R es probable en el cdlculo que
resulta de extender Sy, con las premisas de R como axiomas
= R es admisible en Sy, si 'y s6lo si, siempre que las premisas de R son probables en

SL, también lo es la conclusion.

Ahora si, pasamos a brindar un cédlculo para CCL. Para eso, primero exhibimos un
sistema para la 1égica cldsica de conclusiones simples, CL. El mismo es presentado por
Negri y Von Plato (2008), y nosotros lo denominamos Scy.. Una expresion de la forma

A(B) denota una férmula que, o bien es una ocurrencia de A, o bien de B:

Definicion 10. El cdlculo Scp estd determinado por las siguientes reglas (usamos el
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

superindice ‘AT’ para indicar que una férmula es atémica):
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1d-at [ AN = AAT

Ly L A=C TI,B=C I'= A(B)

TLAVB=C VTS AVE
I''A,B=C I'=A I'=B

7 7 R/\

INT ANB=C T=AAB

'A—-B=A TI,B=C I A=B
’ ’ R =
L= TLA—>B=C [=A—B

INA*"=C TI,-A*=C
L1 7I‘,J_:>A Gem-at = C

Vale mencionar que la regla de identidad para férmulas arbitrarias,

d+a=24

es derivable en Scp, (la prueba es por induccion sobre la complejidad de A, cf. Negri y

Von Plato, 2008, p. 30). Por su parte, tercero excluido para férmulas arbitrarias,

IA=C I-A=2C

Gem I'=C

es admisible. Para terminar, en Scp, no hay un par de reglas primitivas para la introduccién
y eliminacién de la negacion; la razén es que — A se define como A — L.
Ahora que tenemos un cdlculo para la légica cldsica de conclusiones simples, lo

modificamos a efectos de obtener uno para CCL. Lo denominamos Sccry :

Definicion 11. El célculo Sy, resulta de extender Scy, con las reglas

I'N=A ..T, = A,
rl,...,rn :> Al,...An

R0T=0 S-M
(En donde la etiqueta S-M responde a “S-Merge”.)

La interpretacion intuitiva de la regla R@ es simple: nos dice que el conjunto vacio se
sigue de cualquier conjunto de premisas. La regla S-M, por su parte, expresa la idea de
que, dados n argumentos validos, la unién de las premisas de esos n argumentos implica
la unién de sus conclusiones; nos sirve para ‘fusionar’ maltiples derivaciones (quizds de
conclusiones simples) en una unica derivacion.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
Algunas observaciones mas sobre Sccy.. Primero, la regla LW es derivable:
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T=A Togp RO

SM——F5=}

Esto es conveniente, dado que LW es qtil en la derivacion de otras reglas. Segundo, la

regla L— puede sin perjuicio alguno ser reemplazada por la regla

N r=A I''B=C

L= =T ASB=cC

dado que ambas son interderivables cuando contamos con LW:

I'=A
II:W A—-B=A TIB=C L—s* F’A—>I“BA:>AB IéB=>C
- I''A—B=C ,A— B=

Tal reemplazo es prima facie aconsejable por el caricter algo contraintuitivo de la regla
L—. Tercero, en Sccr, también carecemos de reglas primitivas para la negacion, pero

dada la definiciéon de = A como A — L, las reglas

r=A A= 1

I sy ey R-~T=—24

son derivables—de hecho, no son mds que instancias de las reglas L—* y R—, respecti-

vamente. Cuarto y ultimo, la regla de identidad generalizada

ID+_7

se deriva con facilidad en Sccr. SiT = {A;1, ..., Au},

Id——F— Id———F—
S-M Al = Aq Ap= Ay

A]_,..., An : A]_,...,An

A continuacién, damos la definicién de consecuencia sintdctica. Sean I', A C L:

Definicién 12. T g, A siy s6lo si, para todo subconjunto finito A’ de A hay algiin

subconjunto finito I'' de T tal que I = A’ es derivable en Sccr..

Esta definicion difiere de las definiciones ortodoxas de consecuencia sintdctica. Las de-
finiciones en cuestion asumen el enfoque disyuntivo a las conclusiones multiples; luego,
estipulan que I' - A si y s6lo si para algiin § € A hay un subconjunto finito I de T tal que

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
el secuente I'" = § es derivable en el cdlculo (cf. Boolos et al., 2002, p. 169). Pero una
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definicién de este ultimo tipo resulta incorrecta para CCL, en el sentido técnico de que

devuelve una nocién de consecuencia sintictica que valida mds cosas que su correspon-

diente nocién de consecuencia semantica, =ccr.. En cambio, la Definicién 12 da lugar a
una nocidn de consecuencia sintictica que, como veremos, es correcta y completa.
Antes de exponer el resultado de correspondencia, presentamos dos nociones que

permitirdn extraer un corolario interesante.

Definicion 13. Sea L una l6gica definida por medios semdnticos, y R una regla.
= R es globalmente valida en L si y s6lo si, para toda instancia de R se cumple que,
si sus premisas son todas vdlidas en L, su conclusién también lo es.
= Res localmente vailida en L siy s6lo si para toda instancia de R se cumple que, para
toda valuacién admisible, si la valuacién satisface todas las premisas de la regla,
satisface la conclusion.
(En donde una valuacién satisface un secuente I' = A en una légica dada si y s6lo no es

un contraejemplo a la validez del argumento que vade I' a A en es légica.)

En términos intuitivos, la validez global se entiende como preservacion de validez entre
las premisas y la conclusion de todas las instancias de la regla; la validez local como
preservacion de satisfaccion. Un hecho a destacar es que la nocién (modelo-tedrica) de
validez global coincide con lanocion (prueba-tedrica) de admisibilidad: si St es un cdlculo
correcto y completo para una légica L, entonces una regla R es admisible en Sy, si 'y s6lo
si es globalmente vélida en L (véase, v.g. Da Ré et al., 2021).

Ahora si,
Teorema 9. I' |=ccp, A siy sélosiT Fg ., A

Demostracion. Dejamos correccién como ejercicio, y probamos completitud.
Supongamos I' =ccp A. Primero, asumamos A = @. Dado cualquier subconjunto
finito I de T, el secuente I'' = @ es derivable en Sccp, por medio de la regla R@; luego,
I'F5oe, A. Segundo, asumamos A # @. Para cualquier 6 € A, T’ EccL 9 (por el Hecho
3), y entonces I' [=cy, ¢ (por el Hecho 6), y I' -5, ¢ (por la completitud de Scy), y por

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
dltimo T -, 4 (porque toda regla de Scy, es una regla de Sccr.). Luego, sea A’ cualquier
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subconjunto finito de A, y supongamos que los elementos de A’ son 1, ..., 4. Sabemos que
existe una secuencia D1, ..., D, tal que, para cada é; en A’, D; es una Sccy -derivacion del
secuente I'; = &;, en donde I'; es algtin subconjunto finito de I'. Por lo tanto, consideremos

el siguiente arbol de prueba esquematico:

D]. cee DYZ

r1:>(51 ".' rn:>(5n

S_M rl,...,rn :>§1,...,5n

Como cada I'; es finito, también la unién de todas las I';s es finita. Asi, tenemos una Sccr -
derivacion del secuente I’ = A/, para algiin subconjunto finito I'” de T'. Pero nuestro A’

habia sido arbitrario. Por lo tanto, I' l_SCCL A. m]

Corolario 10. Las reglas Cut, RaW y

'=A A= %

Tr r—x

son todas admisibles en Sccr..

Demostracion. Se sigue de manera inmediata del Teorema 9, el Hecho 4 y la coincidencia

entre validez global y admisibilidad. O

Para terminar este apartado, analizo brevemente una extensiéon de Sccr que tiene

interés filosofico, y también nos serd ttil en términos técnicos:>

Definicion 14. Sea Sé—CL el célculo que se obtiene a partir de Sccr reemplazando R@

por RaW y Gem-at por Gem.

En S&LCL, R es facilmente derivable:©

ID

Raw L =1

I'so

Por su parte, las reglas Tr y Cut son ya no sélo admisibles, sino derivables también.

Comencemos con Tr. Primero, notamos que la regla

5Con ‘extension’ me refiero a que contiene todas las reglas de Sccr.. Los secuentes probables en Scc
y SCCL son los mismos, dado que ambos sistemas son correctos y &Qp &%5[1»3&0&9&#\ DM E#FFYL

6Notese que la regla ID estd disponible en SCCL, porque su derivacién en Sccr, no apela a laregla R@.
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I'= A
EFSQ I''L~A=B

se deriva con facilidad en SEFCL (Sccr) usando LI y L—*. Ahora, supongamos que
A={61,...,6n} yX ={04,...,0m}. Consideremos cualquier ¢; en £. Tenemos la siguiente

derivacion del secuente I' = ¢; a partir de los secuentes ' = Ay A = X

51,...,5 = 01,...,0; F:>5,...,5
RaW " " Lo fn paw

01, .00y = 0; I'=65 I'=946y,...,0,
LW EFSQ ——  Raw
F,él,...,én:ﬂri F,ﬁ51:>0’1- I'=6
Gem —  EFSQ
T,0,,..,0, = 0; r,—|52:>0'1‘
Gem T,03,....0n =
03, ..., o;
3o T I =6,..,0,
——— X  RaW
: : : I'=94,
— EFSQ
I,é6, = i T, =6, = ;

G
e I'=o;

Sea Dy, ..., Dy, una secuencia tal que, para cada ¢; en X, D; es la instancia de la anterior
derivacion para o;. Aplicando S-M sobre esta secuencia, obtenemos una dnica derivacion

D del secuente I' = X a partir de los secuentes I' = A y A = .. Ahora, pasamos a la

derivabilidad de Cut:
I'= AN Raw
°ToT =4 I'= AL
S-M LW
I''=T,A I''A=A I'T'= AN
Tr RaW
ILT'=A r,r=A
[T = AN )

Considero que la regla RaW tiene interés conceptual. La regla S-M, que ya estd en
nuestro célculo original Sccr, puede ser entendida por analogia con la introduccién de
la conjuncién en deduccién natural: cuando tenemos argumentos independientes para una
serie de conclusiones, podemos reunir esas conclusiones en una coleccidn leida de manera
conjuntiva.De manera similar, RaW puede ser entendida por analogia con la eliminacién
de la conjuncién: cuando tenemos un argumento para una coleccién de enunciados leida
de manera conjuntiva, podemos concluir cualquiera de los enunciados en la coleccidn.
Parece plausible, entonces, entender a S-M y RaW como las reglas de ‘introduccion’ y

‘eliminacién’ que caracterizan el significado de los conjuntos en nuestro enfoque.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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1.2.2. Deduccion Natural

Un calculo de deduccion natural tipo Gentzen es un sistema deductivo no axiomatico,

cuyas reglas operan sobre formulas y en el que, a falta de axiomas, se usan asunciones.

Definicién 15. Si AVp es un célculo de deduccion natural tipo Gentzen, una regla de N

es de la forma

[A] - [An]
B, - B,
C

en donde Ajy,...,Ay, By,...,By;,C son férmulas esquemadticas, y una expresion del tipo

R

[A] se lee como sigue: un nimero arbitrario, quizds nulo, de ocurrencias de A podria
funcionar en la aplicacién de la regla como asuncién. Decimos que R es el nombre de la

regla, Bq,...By, son las premisas, A1, ..., Ay son las asunciones, y C es la conclusion.

A efectos de brindar un cdlculo de deduccién natural para CCL, usamos la misma
estrategia que con los secuentes, esto es, comenzamos exhibiendo un sistema para la 16gica
clasica de conclusiones simples, CL. Se trata del fragmento proposicional del sistema NK

presentado por Gentzen (1934-35); aqui lo denominamos N¢p..

Definicion 16. El sistema N estd determinado por las siguientes reglas:

v 3B) [Al  [B]
AV B AVB C C
V-E
C
A B
MTANB A ANB
~ A(B)
[A]
B A A—B
1 A58 —-E %
L
LE-¢ LEM — =

Vale la pena mencionar que las reglas habituales de la negacion,

A
(Al A —-A
i, —ETT
—A GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
no son mds que instancias de las reglas —-1 y —-E, respectivamente.
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A continuacién, laidea es modificar Ncp y obtener un célculo para CCL. Pero antes, es
preciso que hagamos una leve innovacién sintdctica. Diremos que un cdlculo de deduccion
natural de conclusiones miiltiples es un sistema deductivo similar en todo a un cédlculo de
deduccion natural tipo Gentzen, salvo por el hecho de que sus reglas operan, ya no s6lo

sobre formulas, sino también sobre conjuntos de férmulas.

Definicién 17. Si A7 es un calculo de deduccién natural de conclusiones multiples, una
regla de NV es de la forma

(A1l - [An]
ry --- T, B, e B,
A

en donde I'q, ..., I';, A son conjuntos arbitrarios y finitos de férmulas. Decimos que cada

R

I'; es una de las premisas de la regla, y A es su conclusion. Todas las otras expresiones se

entienden como en una regla para un célculo tipo Gentzen.
Ahora si, presentamos nuestro célculo para CCL, al que denominamos Nccr :

Definicién 18. El sistema N ¢y, resulta de extender Ny, con las reglas

A A,

T .
G (A1, An

(En donde la etiqueta \V-M responde a “A -Merge”.)

La lectura intuitiva de estas reglas deberia ser bastante simple, gracias a lo ya discutido en
el apartado 1.2.1 sobre secuentes. La regla @-1 permite concluir el conjunto vacio a partir
de cualquier conjunto finito, quizds vacio, de premisas. La regla A/-M permite ‘reunir’

cualquier cantidad arbitraria de premisas en una tnica conclusion colectiva.

Definicién 19. Si A y I son conjuntos finitos de férmulas, una N ccp -derivacién de A a

partir de T es una Ny -derivacion de la conclusion A cuyas premisas estdn todas en T

Para ilustrar, el arbol
p p—(qg—r)

2 — — T
g 7 p polon

T — 7
N-M 9

—-E

{rlg=r) }GD—2022—00151380—UBA—D|\/| E#FFY L
es una Nccp-derivacion de {r, (g — r)} a partirde {p,q,(p — (4 — 7)) }. A su vez,
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>l

es una Nccp-derivacién de @ a partir de @, porque leemos los nodos en blanco como
denotando al conjunto vacio.

Para terminar,

Definicion 20. I' -5, A siy s6lo si, para todo subconjunto finito A’ de A hay alguna

Nccr-derivacién de A a partir de T

Otra vez, esta definicion se aleja un poco de la ortodoxia, en el mismo sentido y por las
mismas razones que las discutidas en el apartado 1.2.1. A diferencia de las definiciones
usuales, no pedimos sélo que algiin subconjunto finito de A sea derivable a partir de T,

sino que todo subconjunto finito de A lo sea.
Teorema 11. T |=ccp, A siy sélo siT by A

Demostracion. Dejamos correccién como ejercicio, y probamos completitud.

La prueba de completitud para Nccr es bastante similar, en espiritu, a la correspon-
diente prueba para Sccr. Supongamos que I' |=ccr, A. Primero, asumamos A = @. Dado
cualquier subconjunto finito I de T', @ es derivable a partir de I’ usando la regla 1.
Luego, I' ., A. Segundo, supongamos que A # @. Para cualquier 6 € A, T |=ccy. 6
(por el Hecho 3), y entonces I' =y, 0 (por el Hecho 6), y I' s, & (por la completitud de
Necr), y por dltimo T g, & (porque toda regla en Ncr, estd en Nccr). Luego, sea A/
un subconjunto finito de A, y supongamos que los elementos de A’ son d7, ...,6,,. Sabemos
que existe una secuencia Dy, ... Dy, tal que, para cada J; en A’, D; es una N ¢y -derivacion

de é; a partir de I'. Por lo tanto, consideremos el siguiente drbol esquematico:

1—‘1 rn

Dl 2).n

5 NS
N_M 51 VARLY 51’1

El 4rbol constituye una Nccp-derivacién de A’ a partir de I'. Pero nuestro A’ habia sido

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

arbitrario. Por lo tanto, I' Neer D O
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Al igual que antes, cabe considerar una extension interesante del cdlculo Nccr.

Definicion 21. Sea NS—CL el calculo que se obtiene a partir de Nccp reemplazando @-I
por la regla de ‘anti-Weakening’:

I

aWr

Noétese que @-I es un caso particular de aW, a saber, aquél en que I' = @. Otra vez,
podemos entender a las reglas aW y V-M como, respectivamente, reglas de introduccién

y eliminacion para la notacién conjuntistica.

1.3. Primer Orden

En este trabajo, la mayor parte mi exploracion técnica se restringe a un lenguaje
proposicional. La razén es que los argumentos filoséficos que ofrezco en la Parte II no
dependen de fendmenos privativos de un lenguaje de primer orden. Atn asi, considero
relevante mostrar como se aplica la lectura conjuntivas de las conclusiones multiples a la
l6gica clasica de primer orden .

El lenguaje. Trabajamos con un lenguaje estindar. Usamos Ly, (por ‘Primer Orden’)
para referirnos tanto al lenguaje como al conjunto de sus férmulas—otra vez, apelamos
a la caridad para la desambiguacién. Asumimos conjuntos enumerables de constantes,
variables, y letras de predicado n-adicas para cada n € IN. (Omitimos la relacién de
identidad y los simbolos de funcién para simplificar la exposicion, pero nada depende de
eso.) Escribimos A[c/ x| para denotar la férmula que resulta de reemplazar las apariciones
libres de la variable x por la constante ¢ en la férmula A. Las constantes logicas son las
mismas de £, mds el cuantificador existencial 3; definimos VxA como —3dx—A.

Comenzamos con la Teoria de Modelos. Primero, repongo la seméntica estdndar:

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Definicién 22. Una interpretacion clasica M para Ly, es un par (D,I), en donde D es
un conjunto no vacio y I es una funcién tal que:
(i) Sia es una constante de Ly, [(a) € D;

(ii) Si P es una letra de predicado n-ddica, I(P) C D™.

Definicion 23. Una asignacion es una funcién « tal que, si x es una variable de L,
entonces a(x) € D. Un término es cualquier constante o variable. La denotacién de un
término ¢ en una interpretacion M = (D, I) bajo una asignacion «, abreviada M,(t),
es I(t) si t es una constante, y es a(t) si t es una variable. Si « es una asignacion, una
x-variante de « es una asignacién a’ igual en todo a & salvo, quizds, en que asigna un

objeto diferente a la variable x.

Definicién 24. El valor de una férmula A en una interpretaciéon M = (D, I) bajo una
asignacion a, abreviado M, (A), se define como sigue:

1 si (Mg(h), ., Ma(tn)) € I(P)

0 en caso contrario

(i) My(Pty..ty) =

(i) Ma(L) =
(iii) Ma(=A) =1—M,(A)

(iv) Ma(AV B) = max(My(A), Mq(B))

(v) Ma(AV B) =min(M,(A), Ma(B))

(vi) Ma(A — B) = max(1 — Ma(A), Ma(B))

(vii) My (3xA) =max({M,(A) : &’ es una x-variante de a }).

Usamos Val,, para denotar el conjunto de todas las interpretaciones clésicas de Lpo, y
M, (T) para el conjunto { M, (y): vy €T}

A continuacioén, presento las definiciones de validez de tres l6gicas: la cldsica de con-
clusiones simples, FOL (por ‘First Order Logic’), la de conclusiones multiples estdndar,

FOML, y la de conclusiones multiples conjuntivas, FOCL—Ias etiquetas se autoexplican.

Definicion 25. La relacion =rorL C P (L) X Ly se define como sigue:

' EroL A siy sélo si, para todo M en Val,,, y toda asignacion «,
$i Mo (T) C {1}, entonces M, FR)202%-00151380-UBA-DMEHFFY L
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Definicién 26. La relacion FromrC P (Leo) X P(Lyo) se define como sigue:

I' =roMmL A siy solo si, para todo M en Val,,, y toda asignacién «,

si M, (T) C {1}, entonces M, (A) € {0}.

Definicién 27. La relacion FrocrC P(Lro) X P(Lro) se define como sigue:

I' EromL A siy solo si, para todo M € Val,,, y toda asignacion a,

si My (T) C {1}, entonces M, (A) C {1}.

Es facil verificar que FOCL satisface resultados andlogos a los Hechos 3-8 para CCL:
I' =rocL A siy sélo si I Epocr B para cada B en A (Hecho 3); la relacién =gocr es
reflexiva, transitiva, y valida globalmente corte, debilitamiento izquierdo y antidebilita-
miento derecho (Hecho 4), aunque invalida debilitamiento derecho (Hecho 5); la relacion
=roL es una restriccion de =gocL a argumentos cuyo conjunto de conclusiones tiene
un dnico elemento (Hecho 6); las relaciones =rocL Y FromL no estén incluidas una en
la otra (Hecho 7); por dltimo, =pocL es compacta, en el sentido de que I' =rocr A si
y s6lo si para todo subconjunto finito A’ de A, hay algtin subconjunto finito I de T’ tal
que I" FpocL A’ (Hecho 8). En este sentido, la aplicacién a primer orden del enfoque
conjuntivo a las conclusiones multiples no trae sorpresas.

Pasemos ahora a la Teoria de la Prueba. Daremos un cédlculo de secuentes correcto y
completo para FOCL. Primero, exhibimos Sy i, un conocido célculo para la 16gica cldsica

de conclusiones multiples estindar, FOML (Gentzen, 1934-35):7

Definicion 28. El cdlculo Sy estd determinado por las siguientes reglas:

I=AA I'A= A

ik =4 CutLk I = AN
T = A [= A
Wik T A=A RWik v =4 A
Ly A=A TI,B=A I'= A(B),A
LK™ T AVB=A RVIK T AVEB A

7Para conocedores: entre mi presentacion y la de Gentzen hay dos pequefias diferencias, ambas irrele-
vantes en lo que toca a secuentes probables. La primera es que, como trabajamos con conjuntos, omito las
reglas de contraccién e intercambio. La segunda es que uso una regla aditiva del condicional a la izquierda

mientras que la original es multiplicativa. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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. T,A(B) = A ar T=AA  T=BA
AK T AAB= A LK T ANBA
Ir'=AA T,B=A A= BA
L= T A 5B=4 R TS A5 BA
. I=AA po o TA=A
CLKTTASA KT A A
[A[a/x] = A I,= Ala/x],A
LE| d anoenI,Ao A R4
T, 3xA(x) = A KT=3xAx),A

Ahora, extendemos nuestro cdlculo proposicional SéCL con reglas para los cuantifi-

cadores. Denominamos al sistema resultante Sgocr.

Definicion 29. Sgocy es el cdlculo que se obtiene a partir de Sé_CL agregando L3y g y

I'=ByV..VAa/t]V..VB,
I'=B,V..Vd&xAxV..VB, —

m,n
Definimos consecuencia sintdctica de manera similar al caso proposicional, a saber:

Definicion 30. I' -5, ., A siy s6lo si, para todo subconjunto finito A’ de A hay algin

subconjunto finito I de T tal que el secuente I” = A’ es derivable en SgocL.

A continuacién, mostramos que Sgocr, es correcto y completo. Para facilitar la prueba,

comenzamos notando que las siguientes reglas son todas derivables en el cdlculo:

I'=AVB I'=AVB

DSy [,~A= B DS, I[L-B= A
op  LA=B op,  LA=B I'=AvE

'T=-AVB 2T=BV-A

(Las etiquetas ‘DT’ y ‘DS’ son por ‘Deduction Theorem’ y ‘Disjunctive Sillogism’,

respectivamente.) Reproducimos aqui solo las derivaciones de DS, DTy y (¥):

A=A B=B
EFS
Q A,—~A=B LW B,—-A =B
Lv DS,
c I'=AVB AV B,—~A=B
u I',-A=B

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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. A=A B=B LW A=A
A,A—B=B -A,A— B=—-A

TAa=B N AA-B= -AvB N AASB—= -AVB
R —— Gem

L—

DT,

Cutl“:>A—>B A—B=-AVB
I'=-AVB
A=A
DDg = AV -A
RV A=A R\/ﬂ(*)
Ly -—A=AVB B=AVB
TrF:>ﬁﬁAVB -—AVB=AVB
I'=AVB

Con las anteriores reglas a nuestra disposicién, mostramos el siguiente Lema, que nos

resultard util en la prueba de completitud:
Lema 12. Si un secuente I’ = A es derivable en Sy, es derivable en Sgocr.

Demostracion. Sea I’ = A un secuente derivable en Sy, y sea D una Syk-derivacion
del secuente en cuestion. Primero, definimos una funcién de ‘traduccién’ T que toma

secuentes y devuelve secuentes, como sigue:
T(I'=A)=T=\/(a)

en donde \/(A) denota la oracién é1 V ... V J, tal que dy,....,0, son todos los miembros
de A. (Sabemos que T existe porque los secuentes, por definicién, tienen una cantidad
finita tanto de premisas como de conclusiones.) Si R es una regla de Spk, decimos que
su traduccién a Spocr, denotada por T(R), es la regla que resulta de reemplazar cada
secuente I' = A en R con 7(I' = A).

Segundo, mostramos que, para toda regla o axioma R de Sy i, T(R) es derivable
en Sgocr.. Los casos de Idp g, LWk, LVik, RVik, L3tk y Rk son todos triviales,
porque las traducciones de estos axiomas o reglas son instancias de los correspondientes
axiomas o reglas de SgocL. Los casos de RWy g, LALk, L=k Yy R—k son quasi triviales.
La traduccién de RWp ¢ se obtiene mediante aplicaciones repetidas de RV. La de LAk
mediante LW y LA. Las traducciones de L y R_EE) son instancias de DS

DT,
-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
respectivamente. De modo que nos quedan cuatro reglas: Cut; g, RA1 g, L= g Yy R—1k.
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Exhibimos en orden las traducciones de estas reglas, acompafiadas de sus respectivas

derivaciones en Sggcr. Usamos —1(A) para denotar al conjunto {—B: B € A}.

I=AVV(A) T,A= V()
[T = V(A) Vv V(A)

T (CutLK)

I'= AVV(A)
T,-A= V() I', A= V()
CTasva ey N T AS V) V@)
LI, ~A= V(A)VV(a) T,I, A= V(A)VV(a)
S ESVINVIVIY

Gem

I'=Av\V(A) T=BVv\V(A)
I'=(AAB)VV(A)

T(R/\LK)

= AVV(A) I'= BV V(A)
I—(A)=A I,~(A)=B
I, (A)= AAB
L= (AAB)VV(1((2))
I'= (AAB)VV(A)

RA

DT

I'=AvVvV(@) TI,B=V()
I,A—B=\(A)

T(L—)LK)

A=A B=1B —A= A

L— 7 7
I'=AvVV(a) . AA—>B=B8B R = —Avs
\Y

LW
y I,-A=V() I,B=V(A) o AA—B=-AVB -A,A—B=-AVB
[,—AVB= V() o AsB=-AVB

I,A—B=V(A)

Cut

I,A=BVV(A)
I'=A—BVV(A)

T(R—>LK)

A=A B=1B
R A~A=B R A,B=B
—_-—— N
ILA=BVV(4) Ly -A=A—B B=A—B
I= (~AVB)VV(A) ~AVB=A—B
I'=(A—B)VV())

EFSQ

DT

T(CutLK)

Por dltimo, volvamos a nuestra Sy g-derivacion D del secuente I' = A. Definamos 7(D)
como el arbol que resulta a partir de D al reemplazar cada secuente > = A por su
traducciéon 7(X = A). Como las traducciones de todos los axiomas y reglas de Syk
son derivables en Sgpocy, sabemos que T(D) es una SSE%SEderivacién del secuente

G 2-00151380-UBA-DME#FFY L
T(I'= A) =T = A, y hemos probado nuestro Lema. m]
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Con el Lema 12, es simple mostrar la correspondencia entre =gocL y F Seocr -
Teorema 13. ' |=gocr A siy sélo siT g A

Demostracion. Dejamos correccion como ejercicio, y probamos completitud.
Supongamos que I' =gocr A. Asumamos, primero, A = @. Entonces, para cualquier
subconjunto finito I’ de T, el secuente I’ = @ se obtiene mediante ID y repetidas
aplicaciones de RaW. Asumamos, entonces, A # @. Para cualquier § € A, T =gocL
(por el andlogo del Hecho 3), y entonces I' |=ggr ¢ (por el andlogo del Hecho 6), y
I' b5, 9 (por la completitud de Spk), y por tltimo I' =g . & (por el Lema 12). De aqui
en mds, la prueba es similar en todo a la prueba del Teorema 9, es decir: sabemos que
para cualquier subconjunto finito A’ de A, con elementos ¢/, ...,8/,, existe una secuencia
D1, ..., Dy, tal que cada D; es una Sgocy-derivacion de 5{, con 0 < i < n, a partir de
algtin subconjunto finito de I'; fusionamos todas las derivaciones por medio de S-M y

obtenemos una derivacién de A’ a partir de algin subconjunto finito de T'. O

Con el anterior resultado terminamos nuestro abordaje de primer orden. Para simpli-
ficar la exposicion, en lo que sigue hablo sélo de 16gica proposicional. Sin embargo, los
resultados técnicos mds relevantes, y también la motivacion filoséfica, aplican todos a
primer orden también. En la seccion siguiente, analizamos una inquietud que podria surgir

en torno a mi afirmacién de que CCL es una generalizacion de la 16gica clasica.

1.4. Metainferencias

En los dltimos afios, en el campo de la Logica Filoséfica ha cobrado gran importancia el
estudio de las denominadas metainferencias. En términos informales, una metainferencia
€s un argumento cuyas premisas y conclusiones no son oraciones, sino argumentos a su
vez. Para introducir el concepto de manera mds precisa, damos un pequefio rodeo por la

nocion mas familiar de ‘inferencia’.

Definicién 31. Una inferencia en L es un par (I',A) tal que T, A C L.
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Denominamos Inf(£) al conjunto de todas las inferencias en L. Para facilitar la lectura, a
veces nos referimos a una inferencia (I', A) por medio de la expresiéon I = A. Nétese que
nuestro uso del simbolo = es accesorio, y las inferencias no deben ser equiparadas con
los secuentes: los secuentes deben tener una cantidad finita de premisas y/o conclusiones,

las inferencias no. Ahora si,
Definicién 32. Una metainferencia en L es un par (I',A) tal que I', A C Inf(L).

En términos técnicos, entonces, una metainferencia no es mas que un par de conjuntos de
inferencias. Para facilitar la lectura, a veces nos referiremos a una metainferencia (I', A)
por medio de la expresién I' = A.

En la literatura hay dos enfoques a la hora de definir validez para metainferencias.
Los enfoques adaptan a contextos no esquemadticos las nociones de validez local y glo-
bal que vimos para reglas (Sec. 1.2.1).8 Empezamos presentando las definiciones para

metainferencias de conclusiones simples, que son las mds estudiadas:

Definicién 33. Sea L una légica definida por medios semdnticos

= La metainferencia I' = ¢ es globalmente vilida en L, abreviado |:{ I'=>9,siy
s6lo si, si sus premisas son todas vdlidas en L, su conclusién también lo es.

» La metainferencia I' = 0 es localmente vilida en L, abreviado |:f I'=9,siysolo
si, para toda valuacion admisible, si la valuacidn satisface todas las premisas de la
metainferencia, satisface la conclusion.

En donde la nocién de satisfaccion de inferencias se entiende de manera andloga a la de

satisfaccion de secuentes (cf. Sec. 1.2.1).

El estudio de las metainferencias ha motivado mdltiples interrogantes filoséficos. Uno
de esos interrogantes gira en torno a las condiciones de identidad entre 16gicas. Existen
sistemas como ST y NC (véase Sec. 2.1), que tienen las mismas inferencias vélidas que
la 16gica clésica pero, a diferencia de esta dltima, pueden usarse para lidiar con paradojas

semdnticas y de la vaguedad; en particular, soportan una teoria de la verdad que es una

8Las reglas de un cdlculo de secuentes son todas lo que se denomina metainferencias esquemdticas:
objetos similares en todo a metainferencias, salvo porque, en lugar de oraciones o conz’untos de oraciones

(como p o {p,q}), encontramos letras esquemdticas con oracioneﬁpc'&qagf&oag’la kBAx @LME’FQ:OFY L

(como A oTI'). Para una definicién precisa de metainferencia esquemadtica, véase Da Ré et al. (2021).
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extension conservativa de la ldgica cldsica y valida el Esquema-T irrestricto. Algunos
autores (v.g. Cobreros et al., 2013; Ripley, 2012) han sostenido que tales sistemas son
la 16gica cldsica—asumiendo, de manera implicita, que una l6gica ha de ser identificada
con el conjunto de sus inferencias vélidas. Es sabido, sin embargo que 16gicas como ST
y NC invalidan localmente multiples metainferencias validas en logica cldsica. Varios
autores (Barrio et al., 2015; Dicher y Paoli, 2019; Pynko, 2010) mostraron que, dada una
traduccion plausible que toma metainferencias y devuelve inferencias, las metainferencias
localmente vélidas en ST estdn de hecho en correspondencia uno a uno con las inferencias
vdlidas de la 16gica paraconsistente LP. Este fendmeno se ha considerado como una razén
para pensar que, lejos de ser una mera presentacion de la 16gica clasica, ST es LP.

El problema de la identidad entre 16gica esta conectado con el presente trabajo, porque
una de las afirmaciones que defiendo es que CCL no es mds que una generalizacién de la
l6gica clésica de conclusiones simples. Es decir, sostengo que es la légica clésica, en el
sentido mds fuerte que le cabe al término. Sin embargo, CCL tiene un comportamiento
estructural, y por ende metainferencial, que se aleja mucho de la légica cldsica de conclu-
siones miiltiples estdndar, MCL. Cabria, entonces, preguntarse lo siguiente. Dada alguna
funcién de traduccion plausible de metainferencias a inferencias, ;se corresponden las
metainferencias localmente vdlidas en CCL con las inferencias vdlidas en légica cldsica?
(O quizas coinciden con las inferencias de algun otro sistema no cldsico? En el segundo
caso, mi pretension de que CCL es la l6gica clésica se veria, al menos, debilitada. Para
disipar la anterior preocupacion, en lo que sigue muestro que las metainferencias validas
en CCL de hecho se corresponden con las de la 16gica cldsica.

Comenzamos definiendo un método plausible para traducir inferencias en férmulas.
Por supuesto, nuestra funcién de traduccién solo puede admitir en su dominio inferencias
con conjuntos finitos de premisas y conclusiones. Luego, usamos Inf(ﬁ)ﬁn para denotar

el conjunto de las inferencias I' = A tales que I' y A son finitos.

Definicién 34. Sea 7 : Inf(L£) ™ — £ Ia funcién tal que:

TT=4A)=ATU{T}) = AAU{T})
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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en donde A (X) es la oracién 07 A ... A 0y, tal que 07, ..., 05, son todas las formulas en X, y
T se define como —_L. Si ¥ es un conjunto de inferencias, usamos T(¥) para denotar el

conjunto {t(¢) : p € ¥}.

La expresion T se entiende como denotando la verdad 16gica. En términos intuitivos,
entonces, nuestra funcién T traduce una inferencia por medio del enunciado condicional
cuyo antecedente es la conjuncion de la verdad 16gica con las premisas, y cuyo consecuente
es la conjuncidn de la verdad 16gica con las conclusiones. La razén por la que aparece la
verdad l6gica es que, en caso de que una inferencia carezca de premisas o de conclusiones,
es preciso que al menos una férmula bien formada haga las veces de antecedente o
consecuente de su traduccion. La funcién T difiere en dos aspectos de las funciones de
traduccion usuales en la literatura. Primero, las funciones usuales devuelven un condicional
en cuyo consecuente las conclusiones no estdn puestas en conjuncion, sino en disyuncion.
Segundo, devuelven un condicional en cuyo consecuente no figura la verdad, sino la
falsedad l6gica, 1. Ambas diferencias se explican con facilidad por el contraste entre los
enfoques conjuntivo y disyuntivo a las conclusiones multiples.® Luego, considero que T
retine los requisitos para ser considerada una funcién de traduccién plausible.

Ahora, presentamos un Lema que serd ttil en nuestra prueba de correspondencia.
Abreviamos la afirmacién de que una valuacién v satisface una inferencia I' = A en una
16gica L escribiendo v -y, I' = A. Si ¥ es un conjunto de inferencias, escribimos v Iy, ¥

para decir que v -, i paracada i € Y.

Lema 14. Para cualquier T = A en Inf(L£)f™, y cualquier v € Val, v ke T = A siy

solosiv(t(I = A)) =1.

Demostracion. vccL I = Asiysélosio(I') C {1} yv(A) € {1} (por definicién de
Fccr), siysolosio(A(TU{T}))=1yo(A(AU{T})) =0 (porla semdnticade Ay
T),siysélosiv(A(AU{T}) = A(AU{T})) =0 (por la semdntica de —), si y sélo

si v(T(I' = A) = 0 (por definicién de 7). O

9Respecto de la segunda diferencia, nétese que, para el enfoque disyuntivo, un conjunto vacio de
conclusiones es insatisfacible—nunca se cumple que alguna oracién en el conjunto es verdadera.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

36 Pégl na42 de 133



1.4. Metainferencias Capitulo 1. Lalégica CCL ...

En términos informales, el Lema 14 nos dice que una inferencia es satisfecha en CCL por
una valuacion si y s6lo si su traduccién es verdadera en esa valuacion.

Por tltimo, es preciso generalizar la nocién de validez metainferencial expuesta mds
arriba de conclusiones simples a conclusiones multiples. La manera usual de proceder
es con una definicion del tipo “La metainferencia tal y cual es localmente vdlida en una
l6gica dada si y sélo si, siempre que una valuacion satisface todas las premisas, satisface
alguna conclusion” (cf. Da Ré et al., 2020). Esta clase de definicidn, sin embargo, entra en
clara tension con la lectura conjuntiva de las conclusiones multiples. Si las conclusiones
multiples en inferencias han de leerse de manera conjuntiva, y las metainferencias se
entienden como un tipo especial de (o quizds, un pariente cercano de las) inferencias, ;por
qué habriamos de leer las conclusiones multiples de nuestras metainferencias de manera

disyuntiva? Propongo, entonces, la siguiente definicion:

Definicion 35. Sea L una légica definida por medios semdnticos. La metainferencia
I' = A es localmente valida en L, abreviado sz I' = A, siy sélo si, para toda valuacién

admisible, si la valuacion satisface todas las 7y € T, satisface todas las § € A.
Ahora si, nuestro resultado:

Teorema 15. Sea T = A tal que T,A C Inf(£) ™. Luego,

T(r) IZCCL T(A)

:pCCL I'= A siy solo si

Demostracion. ~=ccp I = A siy sélo si hay una valuacién cldsica v tal que v ke I'y
v kccr A (por Def. 35), siy sélo si v(T(T)) C {1} y v(t(A)) € {1} (por Lema 14), si

y s6lo si T(T') Fccr T(A) (por definicion de =ccr). m

Es decir, las metainferencias localmente validas de CCL se corresponden con sus inferen-

cias validas. Como caso particular, tenemos:

Corolario 16. Sea T = 6 tal que T,{5} C Inf(L)". Luego, Etep T = 6 siy solo si

™(T) Fe T(0).

Demostracion. Se sigue de manera inmediata del Teorelgﬁ)_lz'iogze_b&%cg%&u BA-DME #EFYL
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De esta manera, desaparece cualquier preocupacién en torno a las posibles divergencias
metainferenciales entre la 16gica cldsica de conclusiones simples y su contrapartida de
conclusiones multiples leidas de manera conjuntiva.

Para terminar el capitulo, mencionamos una aplicacién interesante del enfoque con-
juntivo. Cuando leemos las conclusiones multiples de una metainferencia de manera
disyuntiva, no es claro cémo hemos de entender la nocién de validez global. A primera

vista, parece tentadora la siguiente definicion:

Definicion 36. Sea L unalégica definida por medios semdnticos. La metainferencial' = A
es globalmenteq valida en L, abreviado |:§1 I'= A, siy s6lo si, si sus premisas son todas

vélidas en L, alguna de sus conclusiones también lo es.

La definicién tiene una ventaja, y es que nos permite conservar nuestra lectura informal
de la validez global como preservacion de validez entre inferencias. Sin embargo, y
como sefialan Da Ré et al. (2021), no es del todo satisfactoria. En conclusiones simples,
las valideces locales de una légica constituyen un subconjunto propio de sus valideces
globales. Este hecho, sin embargo, no se extiende a conclusiones multiples bajo la nocién

de validez global ;. Por ejemplo, la metainferencia

(%)
7= =p D

es localmente vélida pero globalmente; invélida en l6gica cldsica, dado que toda valuacién
satisface todas las premisas y al menos una de las conclusiones, pero, si bien todas las
premisas son validas, ninguna conclusién lo es. Esta consecuencia es indeseable porque,
prima facie, el vinculo entre las nociones de validez global y local no deberia variar de
manera sustancial dependiendo de si trabajamos en conclusiones simples o multiples. Los

autores, entonces, recomiendan una definicién diferente:

Definicién 37. Sea L unaldgica definida por medios semanticos. La metainferencial’ = A
es globalmente; valida en L, abreviado \:{2 I'= A, siy sélo si, si sus premisas son todas

vdlidas en L, entonces toda valuacién admisible satisface alguna de las conclusiones.

La definicion es inmune al anterior problema, es decir, hace que también en conclusiones
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

multiples las valideces locales sean un subconjunto propio de las globales. Sin embargo,
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creo que tampoco es del todo satisfactoria. La razon es que resulta incompatible con que
leamos la validez global como preservacion de validez entre inferencias. Esta consecuencia
es indeseable, esta vez porque, prima facie, el hecho de si trabajamos con conclusiones
simples o multiples no deberia afectar de manera sustancial nuestra lectura informal de la
validez global. De esta manera, la nocién de validez global no parece admitir definiciones
plausibles en el enfoque disyuntivo.

Cuando leemos las conclusiones multiples de una metainferencia de manera conjuntiva,

el problema se disuelve. Consideremos la siguiente definicion:

Definicién 38. Sea L unaldgica definida por medios semanticos. La metainferencial’ = A
es globalmente valida en L, abreviado ]:{ I' = A, siy s6lo si, si sus premisas son todas

validas en L, entonces sus conclusiones son todas validas en L.

Por un lado, la definicién es compatible con nuestra lectura intuitiva de la validez global
como preservacion de validez entre inferencias. Por otro lado, verifica el vinculo pretendido
entre las valideces globales y locales de cualquier l6gica; la metainferencia (1), por
ejemplo, sigue siendo globalmente invalida en légica clasica, pero ahora es localmente
invdlida también, por la Definicion 35. De esta manera, el enfoque conjuntivo si habilita
una definicion plausible de la validez global.

Vale mencionar que, de hecho, en el enfoque conjuntivo no encontramos dos definicio-
nes de validez global que se diferencien de manera genuina. La razén es que el enunciado
“Toda conclusién es valida” significa nada més que “Para toda conclusién, y para toda
valuacion admisible, esa valuacidn satisface esa conclusion”, y esto es equivalente, en
16gica clasica de primer orden, a “Para toda valuacidn, para toda conclusion, esa valuacion
satisface esa conclusion”. Luego, los andlogos de las Definiciones 36 y 37 para el enfoque

conjuntivo son equivalentes entre si.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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En este capitulo, exploro varias 16gicas emparentadas de una u otra manera con CCL.
En la Sec. 2.1, muestro cémo aplicar la lectura conjuntiva de las conclusiones multiples a
algunas légicas no cldsicas, tanto estructurales (v.g. la intuicionista) como subestructurales
(v.g.lano transitiva ST). En la Sec. 2.2, presento varios sistemas que podrian denominarse
clésicos, en el sentido de que se definen sobre la base de interpretaciones clésicas, y se
diferencian de la l6gica cldsica de conclusiones multiples estdndar, MCL, s6lo en como
combinan los cuantificadores existenciales y universales en sus respectivas definiciones de
consecuencia. El andlisis de estos sistemas da lugar a reflexiones en torno a dos nociones

de interés filoséfico, que son las de dualidad (2.2.1) y estructuralidad (2.2.2).

2.1. Algunas légicas no clasicas

La motivacion filoséfica que doy en la Parte Il es general, en el sentido de que vale para
una amplia gama de sistemas. Por eso, tiene sentido mostrar cdmo se aplica el enfoque
conjuntivo a algunas légicas no clésicas tipicas. Me concentro mds que nada en Teoria de
Modelos; sobre el final, digo algunas palabras sobre Teoria de la Prueba.

Como quizds la lectora imagina, es ficil extender el tratamiento modelo-tedrico ofre-
cido en la Sec. 1.1 a muchas de las l6gicas que denominamos ‘estructurales’,! v.g. la
paraconsistente LP (cf. Priest, 1979), la paracompleta K3 (Kleene, 1952, p. 332), la rele-
vante FDE (Belnap, 1977) o la intuicionista, que abreviamos IL (Heyting, 1930).% Para
ilustrar, tomemos el caso de IL. Esta l6gica se usa, sobre todo, para modelar el razona-

miento constructivo. A grandes rasgos, el razonamiento constructivo es aquel en donde

1En el sentido mds usual del término, denominamos estructurales a las 16gicas que validan, tanto de
forma global como local, las mismas reglas estructurales que la 16gica de conclusiones multiples estdndar,

MCL. Para una breve discusion filoséfica sobre la nocién de estrucaﬁl_iﬂ ,2V62b9(§§§§§6_7028 A-DMEZFEY L

2Una introduccién amena a todos estos sistemas puede encontrarsé ¢nPiiest
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s6lo concluimos la existencia de un objeto cuando podemos brindar un ejemplo del objeto
en cuestion. Asi, una afirmacién del tipo “Hay un objeto con la propiedad P” se lee como
“Podemos mostrar un objeto con la propiedad P”. Por su parte, “No hay un objeto con la
propiedad P” se lee como “Podemos mostrar que es imposible mostrar un objeto con la
propiedad P”. Entendido de esta manera, el razonamiento constructivo invalida algunos
principios 16gicos clasicamente validos. Como ejemplos paradigmaticos, tenemos la ley
de tercero excluido (A o no-A) y la regla de la doble negaciéon (——A implica A).

Usamos una semdntica de mundos posibles, del tipo ofrecido por Kripke (1965):

Definicién 39. Una interpretacion intuicionista I de £ es un triplo (W,R,v). W es un
conjunto no vacio. R es una relacion reflexiva y transitiva en W. Por ultimo, v es una
funcién diddica que va de £ x W a {1,0}, y que satisface los siguientes requisitos, en
donde abreviamos v( A, w) como vy, (A):

(@) vw(A A B) =min(v,(A),vy(B))

(b) vy (A V B) =max(vy(A),vw(B))

(¢) vy(—A) =1siy sdlo si, para todo u tal que wRu, v,(A) =0

(d) v4»(A — B) =1siy sélo si, para todo u tal que wRu, v,(A) =00v,(B) =1.

(e) Para toda variable proposicional p, si v, (p) =1y wRu, v,(p) =1
Utilizamos Val'" para denotar el conjunto de todas las interpretaciones intuicionistas de

L,y vy(T) para el conjunto {vy,(A) : A €T}

En términos informales, entendemos cada elemento en W como un estado de informa-
cién en un momento dado; las oraciones que reciben el valor 1 en el estado son aquellas
que han sido probadas hasta el momento. La afirmacién wRu se lee como diciendo que
u es una posible extension de w, obtenida encontrando algin niimero (posiblemente 0)
de nuevas pruebas. Esta lectura justifica la restriccion de que R sea reflexiva y transitiva:
todo estado de informacion w es trivialmente una extension de si mismo, y toda extension
de una extension de w es una extensién de w. La cldusula (c) nos dice que probar —A
equivale a probar que en ningtn estado de informacién posterior habrd una prueba de A.
La cldusula (d) nos dice que probar A — B equivale a cE)robar que cualquier prueba de

u
D—2022—0015138%—U BA-DME#FFYL
A puede ser transformada en una prueba de B. Por ultimo, la cldusula (d) es conocida
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como condicion de herencia; dice que si una oracion atomica ha sido probada, permanece
probada en cualquier momento posterior.

Comenzamos exhibiendo la l6gica intuicionista de conclusiones simples:

Definicion 40. La relacién =1, C P(L) x L se define como sigue:

IIL

I' =11 A siy sélo si, para todo (W,R,v) € Val'™™ y todo w € W,

si vy (T) C {1}, entonces v, (A) = 1.

Ahora, la 16gica intuicionista de conclusiones multiples disyuntivas, que denominamos

MIL (por ‘Mixed Intuitionistic Logic’):

Definicion 41. La relacién =nv C P (L) x P (L) se define como sigue:
I' =miL A siy sélo si, para todo (W, R,v) € Val't ytodow € W,
si vy (T) C {1} entonces vy, (A) € {0}.

Por ultimo, lalégica intuicionista de conclusiones multiples conjuntivas, que denominamos

CIL (por ‘Conjunctive Intuitionistic Logic’):

Definicion 42. La relacién =c. € P (L) x P (L) se define como sigue:

IIL

I' =crL A siy s6lo si, para todo (W, R,v) € Val'™ y todow € W,

si v (T') C {1} entonces vy, (A) C {1}.

Es facil corroborar que resultados andlogos a los Hechos 3-8 valen para |=cyr. (dejamos
los detalles a la lectora.) Luego, concluimos que la 16gica intuicionista es compatible con
las conclusiones multiples leidas de manera conjuntiva.

En los tdltimos afios, se difundi6 el estudio y aplicacién de las 16gicas denominadas
subestructurales; son sistemas que invalidan uno o mds principios estructurales vilidos en
la 16gica clésica (cf. Paoli, 2013; Restall, 2002). Ahora bien, los sistemas de conclusiones
multiples conjuntivas que vimos hasta ahora validan todos los principios estructurales de
CL, la légica cldsica de conclusiones simples; ademds, se oponen a sus contrapartidas
de conclusiones multiples estdndar en que validan reflexividad (ID) y transitividad (Tr)
de manera irrestricta. Uno podria preguntarse entonces, /es la lectura conjuntiva de las

. e . . GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
conclusiones multiples compatible con las principales propuestas subestructurales en la
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literatura? ;O quizds impone la validez de ciertos principios estructurales de antemano?
Si eso ultimo fuera el caso, el espectro de posibles aplicaciones de la lectura conjuntiva se
veria restringido. A continuacidn, sin embargo, sugiero una respuesta positiva a la primera,
y negativa a la segunda de las preguntas.

Comencemos con los principios de reflexividad y transitividad. French (2016) propuso
la 16gica no reflexiva TS como medio para lidiar con paradojas semdnticas. Por su parte,
Cobreros et. al. (2013; 2012a; 2012b; 2015) y Ripley (2012; 2013a; 2013b; 2015; 2021)
defienden la 16gica no transitiva ST como medio para lidiar tanto con paradojas semdnticas
como con paradojas de la vaguedad. Para presentar estos sistemas, introducimos las

interpretaciones de Kleene fuertes, o K3-interpretaciones:

Definicién 43. Una K3-interpretacién de £ es una funcién v : £ — {1,1/2,0} tal que
v(Ll)=0
v(-A)=1—-19v(A)
v(AV B) =max(v(A),v(B))
v(A A B)=min(v(A),v(B))
v(A — B) =max(1 —v(A),v(B))

1K3

Utilizamos Val™ para denotar el conjunto de todas las K3-interpretaciones de L.

Definicion 44. Las relaciones =g, =s1C P (L) % L se definen como sigue:
T =15 & si y s6lo si, para toda v € Val*?, si o(I') C {1,1/2} entonces v(8) = 1.

T |=gr & siy s6lo si, para toda v € Val*?, si v(T') C {1} entonces v(8) € {1,1/2}.

Cualquier valuacién v tal que v(p) = 1/2 muestra que p [=1s p. Uno de los rasgos mds
notorios de TS es que carece de argumentos védlidos en un lenguaje que no contenga
constantes para representar valores semdnticos (i.e. expresiones como L o T). Por otro
lado, si asumimos que v(q) = 0, la valuacién v también muestra que la instancia de Cut

~pP P=1q
=4

es localmente invdlida en ST. Uno de los rasgos mds notorios de ST es que valida los

mismos argumentos que la 16gica cldsica, CL. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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La interpretacion usual de estos sistemas consiste en definir las oraciones folerante-
mente asertables como aquellas que reciben valor 1 o 1/2; y las estrictamente asertables
como aquellas que reciben 1. Asi, TS nos dice que un argumento es valido si y sélo si,
siempre que sus premisas son tolerantemente asertables, su conclusion es estrictamente
asertable. Por su parte, ST dice que un argumento es vdlido si y sélo si, siempre que sus
premisas son estrictamente asertables, su conclusion es tolerantemente asertable.

Definir las versiones conjuntivas de TS y ST es sencillo:

Definici6n 45. Las relaciones =cts, FcsTC P (L) X P (L) se definen como sigue:
183 sio(I') C {1,1/2} entonces v(A) C {1}.
(

T =cst A siy s6lo si, para toda v € Val®®, si v(T') C {1} entonces v(A) C {1,1/2}.

I EcTs A siy sélo si, para toda v € Va

Los sistemas CTS y CST son no reflexivo y no transitivo, respectivamente; sélo se
diferencian de las presentaciones estindar de TS y ST con conclusiones multiples en
que recuperan ciertas instancias especificas de reflexividad o transitividad. Por un lado,
@ E=cts @. Por otro, CST valida localmente toda instancia de Cut del tipo

= A I'A=
=

Por lo demds, es facil corroborar que CTS y CST verifican los resultados esperables,
por analogia con los Hechos 3-8 para CCL. Por ejemplo, CTS es transitiva y CST es
reflexiva, en ambos casos de manera irrestricta (Hecho 4). Luego, es claro que el enfoque
conjuntivo a las conclusiones multiples es compatible con el uso de 16gicas no reflexivas

y no transitivas. Vale la pena mencionar, por ultimo, que CST y CCL son coextensivas:
Hecho 17. T’ |:CCL A si y solo si I' 'ZCST A

(La prueba se deja como ejercicio a la lectora.) Esto es relevante porque evidencia que
CST, aigual que ST, puede ser utilizada para lidiar con paradojas por medio de teorias

que extienden conservativamente la légica clasica.3

3Vale mencionar que una teoria acerca de conceptos paraddjicos formulada sobre CST recupera ciertas
instancias de transitividad que, en general, se consideran claves para evitar la trivialidad. Por ejemplo, sea
A una oracién que recibe valor 1/2 en toda valuacién. CST valida la siguiente instancia de Cut
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

A= = A
=
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Tanto CTS como CST validan Debilitamiento Izquierdo (LW). Quizds, uno podria
pensar que el enfoque conjuntivo a las conclusiones multiples presupone una nocién de
consecuencia mondtona para premisas. Esto no es asi. Para mostrarlo, consideramos la
16gica conexiva que ofrece Priest (1999) para formalizar lo que se conoce como enfoque

nulo a la negacion. Denominamos a esta 16gica NN:

Definicién 46. La relacion =nNC P (L) x L se define como sigue:

['[=EnN O siysélosiT esconsistente y I' =cp 6.

El enfoque nulo a la negacidn consiste en sostener, por un lado, que la consecuencia logica
se entiende como inclusién de contenido: A implica B si y s6lo si el contenido de B esta
incluido en el contenido de A; por otro lado, que la negacion es un operador que cancela
el contenido informativo del enunciado sobre el que se aplica; luego, una contradiccién
como v.g. A A\ —A carece de contenido, o en otras palabras, tiene un contenido nulo. Del
enfoque se sigue, segiin Priest (1999), que las contradicciones y conjuntos de premisas
inconsistentes “no implican nada”. La relacién de consecuencia =N reivindica esta tesis.
Es fécil ver que =nN €s no monétona: p F=NN P pero p A =p FENN P-

Generalizar NN a conclusiones multiples conjuntivas es simple:

Definicion 47. La relacién =ecnnC P(L) x P(L) se define como sigue:

I' =enn A siysélosiT es consistente y I' =t A.

La relacién |=cnn tiene todos los rasgos que vienen caracterizando a las 16gicas con-
juntivas, y es no monétona también. Luego, es claro que la lectura conjuntiva de las
conclusiones multiples es compatible con relaciones de consecuencia no mondétonas.
Alguien podria conceder esto tltimo, y sin embargo, plantear un par de objeciones.
Ambas sostienen que CNN no modela de manera adecuada el enfoque nulo a la negacién.*
La primera es que, si una contradiccién tiene contenido nulo, y la consecuencia logica

se entiende como inclusién de contenido, entonces una contradiccion deberia seguirse de

La razén por la que CST no trivializa es, claro estd, que carece de debilitamiento derecho. Esta observacion
respalda la opinidn, expresada a menudo en la literatura, de que al estudiar las paradojas, es dificil sefialar
un Unico principio, operacional o estructural, que sea el ‘culpable’ de la trivialidad.

4Mi objetivo, claro estd, no es proporcionar una formalizacién adecuada del enfoque en cuestién. Pero

creo que el mismo tiene interés filoséfico. Luego, responder a la ol&@b%@@%f@@ &Q‘[&dﬁﬁf'@M&#FeFY L

que la lectura conjuntiva de las conclusiones mdltiples tiene aplicaciones interesantes.
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cualquier cosa, y en particular—pace Priest—de otra contradiccion. Sin embargo, eso no
ocurre en las l16gicas NN y CNN. Bajo el supuesto de que la objecion sea acertada—
algo que no doy por sentado—para solucionar el problema basta con hacer una ligera

modificacién en la definicion de validez. Me concentro en el caso de CNN::
I' Eonne A siy solo si, 0 A es inconsistente, o (I es consistente y I' =ccp A).

Es claro que, en CNN*, una contradiccion se sigue de cualquier cosa. La segunda objecion
es que, ahora, el conjunto vacio @ no parece admitir una lectura aceptable. No podemos
decir que tiene un contenido fotal, porque entonces deberia implicar cualquier cosa, pero,
v.g. no implica contingencias. Tampoco podemos decir que tiene un contenido nulo, porque
entonces deberia seguirse de cualquier cosa, pero, v.g. no se sigue de inconsistencias.’

Para solucionar el problema, hacemos otro pequefio ajuste:
I' E=onne+ A siy s6lo si, o A es inconsistente, 0 A = @, o (I es consistente y I' [=ccr A).

Es claro que, en CNN*, podemos decir que @ tiene contenido nulo. Concluyo, entonces,
que la lectura conjuntiva de las conclusiones mdltiples es compatible con el enfoque nulo
a la negacion, y de hecho, resulta fructifera para explorar el enfoque en cuestion.

La dltima familia de l6gicas subestructurales que consideramos con algtn detalle es la
de las l6gicas no contractivas. Basicamente, son sistemas en donde la validez es sensible
a la cantidad de veces que las premisas aparecen en los argumentos. En particular, son

invélidas las siguientes reglas de ‘Contraccion’:

IA,A= A I'=AAA
LC T A=A RCTAA

(Las etiquetas LC y RC responden a ‘Left Contraction’ y ‘Right Contraction’.) La idea
intuitiva es que, cuando razonamos, vamos gastando la informacién a nuestra disposicion
y, por ende, tener una informacién mas veces nos permite inferir mas cosas que tener esa
misma informacion menos veces.

Toda relacion de consecuencia definida sobre conjuntos (y en esta bolsa caen todas

las 16gicas que vimos hasta ahora) valida las reglas LCG%—%SZE—% f{fﬁfﬁ@% Ad%iﬁ ¥y L

5Larazén es que @ es consistente, i.e. no hay oraciones A tales que @ =cL Ay @ Ecr —A.

46 Pégl na52 de 133



2.1. Algunas légicas no cldsicas Capitulo 2. ...y su pandilla

la identidad entre conjuntos es insensible a la cantidad de ocurrencias de sus elementos.
Por eso, para definir 16gicas no contractivas apelamos a multiconjuntos. En términos
informales, un multiconjunto es una coleccién similar en todo a un conjunto salvo que
su identidad es sensible a la cantidad de ocurrencias de sus elementos. En términos mds
precisos, un multiconjunto sobre un conjunto I' es una funcién M que va de I' a los
nimeros naturales, IN. El conjunto-raiz de M es el conjunto |M| = {y € I': M(y) > 0}.
Para describir un multiconjunto por extensién usamos corchetes; asi, el multiconjunto
[a,a,b] sobre el conjunto {a,b,c} es el multiconjunto M tal que M(a) =2, M(b) =1y
M(c) = 0. Si T es un conjunto, el multiconjunto potencia de T, denotado por PM(T), es
el conjunto de todos los multiconjuntos sobre I'. Si 1Ty /2 son multiconjuntos sobre I, el
multiconjunto N1, 1Y se define diciendo que M, N () = M () + N(vy) para todo y € T.
Usamos la expresién M, 7y para denotar al multiconjunto M, [y]. Dado este bagaje técnico,
definir 16gicas no contractivas es posible.

Rosenblatt (2019; 2021) y Zardini (2011) defienden 16gicas de este tipo para lidiar con
paradojas semdnticas. En este trabajo, consideramos la 16gica NC ofrecida por Rosenblatt.

Comenzamos introduciendo las siguientes operaciones:

mi 1 (1/2]0 ® | 1]1/2/0 U120 e |1 |1/20
11 1(1/2]0 11 (1/2]0 11,11 1 ]1,11 1
/211/211/210 /211210 |0 2| 1 |1/2(1/2 1/211] 1 |1)2
0, 0]0]O0 00|00 011120 0 |1[12]0

Con las mismas, estamos en condiciones de definir las NC-interpretaciones de L:

Definicién 48. Una NC-interpretacién de £ es un par (v~,v"), en donde v~ y v son
funciones que van de £ al conjunto {1,1/2,0} tales que:

@ v~ (AS) = ot (A € {1,1/2,0}

®) v (mA)=1—0v"(A)yoT(mA)=1—-0v"(A)

(c) v (AAB)=0v (A)®v (B)yvt(AAB)=0v"(A)Mv"(B)

(d v (AVB)=0v (A)Uv (B)yv"(AVB)=v"(A) ®v"(B)
Usamos ValN© para el conjunto de las NC—interpretaci(gls:_sé 8/2108 simbolos —@I\’/I Q#I}—',FYL

2-00151380-UBA
| | para las generalizaciones de ®, @, My LJ a multiconjuntos arbitrarios. Por dltimo, si
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es un multiconjunto de férmulas, y v € (v™,v7), entonces v(M) es el multiconjunto de

,o(M)(v(y)) = M(7).

valores semdnticos tal que, para cada <y en |M

A continuacién, exhibimos la légica defendida por Rosenblatt, que denominamos

MNC (por ‘Mixed Non-Contractive’), y su restriccién a conclusiones simples.

Definicién 49. La relacién =yneC PM(L) x PM(L) queda definida como sigue:
M Emne N siy s6lo si, para todo (v~,v+) € VaINC,
(@) Si ®@ (v~ (M)) =1 entonces (v (N)) =1,y

() Si D (v (N)) =0, entonces (v~ (M)) =0

Definicién 50. La relaciéon =ncC PM(L) x L queda definida como sigue:

M [=nc 6 siy sélo si M Emnce [6]
Cualquier (v—,v") tal que v~ (p) = v (p) = 1/2 muestra que las instancias de LC y RC

p.p= ~ PP
p= =P

son localmente invalidas en MNC. Uno de los rasgos mds notorios de MNC es que valida
los mismos argumentos que la 16gica cldsica de conclusiones miultiples estandar, MCL.
La generalizacion de NC a conclusiones multiples conjuntivas no es tan obvia como

en los casos de TS o ST, aunque no deja de ser simple:’

SEn términos informales, el multiconjunto v(1M) contiene tantas ocurrencias de v(7y) como ocurrencias
de < hay en 1.

"Nota técnica. Hay otras dos definiciones que, si bien parecen plausibles a primera vista, no devuelven
los resultados esperados. En ambas, la operacion () se usa tanto en las premisas como en las conclusiones.
La primera definicién y reza:

M =enes N siy s6lo si, para todo (v~,01) € VaINC,
(@) Si ®(v~(M)) =1 entonces @(v~(N)) =1,y
(b) Si ®(v~(N)) =0, entonces @ (v~ (M)) =0
Esta definicién falsifica un resultado andlogo al Hecho 18, ya que Ecncs p V —p (témese cualquier
interpretacion en donde p obtenga valor 1/2). La segunda definicién reza

M E=cnes N siy s6lo si, para todo (v~,vt) € VaIN®,
(@) Si ® (v~ (M)) =1entonces Q(vT(N)) =1,y
() Si ® (v (1)) =0, entonces (v~ (M)) =0
Esta definicién es inmune al problema anterior, pero falsifica un resultado andlogo al Hecho 19, ya que
P Fcner P, p (otra vez, témese cualquier interpretacién en donde p obtenga valor 1/2). En resumen,
ninguna de las definiciones verifica un resultado andlogo al Teorema 20.
Nota filoséfica. A pesar de lo anterior, la relacién |=cnc*+ es interesante. La razén es que, como se
desprende de lo anterior, invalida el esquema de argumento que va de [A] a [A, A]. Si leemos la coma de

manera conjuntiva, parece razonable que una légica no contractiva BRIRB2AOEBLEIB0-UBA-DME#HFFY L
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Definicién 51. La relacion =eneC PM(L) x PM(L) queda definida como sigue:
M Ecne N siy s6lo si, para todo (v, v1) € VaIN®,
(@) Si ®@ (v~ (M)) =1entonces [(vT(N)) =1,y
() Si[(v" (1)) =0, entonces @ (v~ (M)) =0

Lalégica CNC se asemeja a MNC en que invalida localmente la regla de contraccién

izquierda, LC. Para verificarlo, basta con tomar la instancia
p,p= L1
p= 1

y considerar, igual que antes, cualquier interpretacion en la que p reciba el valor 1/2.
Ahora bien, CNC difiere de MNC en que valida localmente la regla de contraccion
derecha, RC. Para verificarlo, basta con notar que, pra cualquier interpretacién (o™ ,v7),
si[1[oT(A),vT(A)] =1,entonces [ |[vT(A)] =1,ysi[][oT(A),vT(A)] =0, entonces
[1[oT(A)] # 0. En ese sentido, podria decirse que CNC es ‘menos no contractiva’ que
MNC. Sin embargo, no creo que eso sea un problema. Cuando leemos las conclusiones
multiples de manera conjuntiva, la regla RC dice que, siempre que nuestras premisas nos
permiten inferir dos ocurrencias de una férmula A, también nos permiten inferir una sola
ocurrencia. Eso es compatible con la idea de que la informacion ‘se gasta’ cuando lo
usamos para razonar. Luego, CNC respeta la principal motivacién de los sistemas no
contractivos. Ademads, el sistema invalida lo que podemos denominar ‘Anticontraccion
Derecha’ (‘Right anti-Contraction’):

I'=AA
I'=AAA

RaC

La invalidez de RaC es razonable, ya que la regla nos dice que, siempre que nuestras

premisas nos permiten inferir una ocurrencia de una férmula A, también nos permiten
inferir dos ocurrencias.

En lo que sigue, mostramos que, asi como lal6gica MNC de Rosenblatt es coextensiva

con MCL, nuestra lI6gica CNC es coextensiva con CCL. Para empezar, hacemos un par

de observaciones:

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
Hecho 18. M =nc ¢ siy s6lo si M E=cenc [
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Demostracion. Se sigue de la identidad []([0™(4)]) = @([vT(d)]) =0T (5) O
Hecho 19. M =cnc N siy s6lo si M e [6] para todo § € |N.

.y (v=,0h) € ValNC. si

Demostracion. Supongamos que M Ecnc N. Sea 0 € [N
Mo (7)) = 1 entonces M([o* (@)]) = 1, y si M([o*(@)]) = 0, M@ (1)) = 0.
Luego, por la definicién de F=cnc sabemos que: (a) si @ (v~ (M)) = 1, entonces
M([oT(0)]) =1,y (b) si [1([oT(c)]) = 0, entonces @ (v~ (M)) = 0. Pero el par
(v=,v") y la ¢ € || eran arbitrarios. Luego, M Ecnc [6] para todo 6 € [N]. La

conversa se obtiene de manera simétrica. O

Ahora si, nuestro resultado. Establece que un multiconjunto se sigue de otro en CNC

si y s6lo si su conjunto-raiz de sigue del conjunto-raiz de aquel en CCL:
Teorema 20. M |=cnc N siy sélo si M| Eccr N

Demostracion. M |=cne N siy sélo si M Ecne [] para todo § € |[N| (Hecho 19),
si y s6lo si M [=Nc ¢ para todo 6 € || (Hecho 18), si y sélo si [N =cr ¢ para todo
5 € [N (coextensividad de Enc y EcL), siy s6lo si [M| [EccL 6 para todo § € [N
(Hecho 6), siy sélo si [M| =ccr [12] (Hecho 3). O

Concluimos que la l6gica CNC se comporta de la manera esperada, por lo que la lec-
tura conjuntiva de las conclusiones multiples es compatible con el uso de relaciones de
consecuencia no contractivas.

Existen muchas otras familias de 16gicas subestructurales. Por ejemplo, las 16gicas
usadas para hacer gramdtica categérica, como el cdlculo Lambek; en estas lgicas, la
validez es sensible no sélo a cuales son las premisas y cudntas veces aparecen, sino también
al orden en que sus apariciones tienen lugar (cf. Lambek 1958; 1961; Moortgat, 2020). Una
linea de investigacion interesante seria continuar analizando si la lectura conjuntiva de las
conclusiones multiples es compatible con las distintas familias de 16gicas subestructurales
en la literatura, y de ser asi, si su aplicacion a esas familias de l16gicas resulta fructifera.

Para terminar esta seccion, hago dos observaciones sobre Teoria de la Prueba. La

primera es que hay l6gicas de conclusiones simples queGs%nZg%Zé?e%%g%%%P&BME%FYL
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subestructurales, y sin embargo coinciden con la 16gica cldsica en sus argumentos validos;
dos ejemplos son, como ya vimos, ST y NC. Ademds—y como era de esperar—Ias
generalizaciones de estas logicas a conclusiones multiples conjuntivas, i.e. CST y CNC,
coinciden con la generalizacion de la 16gica cldsica a conclusiones multiples conjutivas,
CCL. Luego, ya contamos con cdlculos de secuentes y deduccién natural correctos y
completos para tales generalizaciones: son Sccr y Nccr. Cabe mencionar, ademds, que
SccL no contiene las reglas de transitividad, Cut y Tr, y esto puede ser ttil a efectos de
aplicar el célculo al tratamiento de paradojas.

La segunda observacion concierne a ldgicas no cldsicas que son no coextensivas con
la cldsica, como v.g. LP, K3, FDE, etc. ;Como podemos encontrar célculos de secuentes
correctos y completos para las presentaciones de estas 16gicas con conclusiones multiples
conjuntivas? Si volvemos sobre las definiciones de los sistemas Sccr, y Nccr, vemos que
ambos difieren de sus respectivas contrapartidas de conclusiones simples, i.e. Scr, y NcL,
s6lo en que agregan dos reglas: una que sirve para deducir el conjunto vacio @ a partir
de cualquier conjunto de premisas, y otra que sirve para tomar una cantidad arbitraria de
derivaciones, cada una con una tnica conclusion, y ‘fusionarlas’ en una derivacion tnica,
con conclusiones multiples. Las reglas en cuestion son ambas estructurales, es decir, no
mencionan constantes logicas; luego, resultan compatibles con un amplio rango de reglas
distintas para las constantes.® Mi sugerencia, entonces, es que para encontrar los cdlculos
que buscamos, sigamos la siguiente estrategia: primero, nos hacemos de un cdlculo para la
presentacion con conclusiones simples de la I6gica que nos interesa; segundo, simplemente

le agregamos a ese cdlculo las dos reglas mencionadas.

8El enfoque conjuntivo impone algunos requisitos sobre las reglas para las constantes. Por ejemplo, la
siguiente regla de la disyuncién

I A=A I''B=X%
I ,AVB=ALX

es utilizada en algunos cdlculos para la légica clasica de conclusiones muiltiples estdndar, pero resulta
globalmente invélida en CCL (un contracjemplo: p =ccL P Y 9 FccL 4. pero p V g EccL p.q)- De
cualquier manera, lo anterior es esperable, dadas las complejas interacciones que suele haber entre reglas
estructurales y operacionales.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L

51 Pégl na57 de 133



2.2. Multiples légicas clésicas Capitulo 2. ...y su pandilla

Para ilustrar la sugerencia, tomemos el caso de la lI6gica intuicionista. Nuestros calculos

de secuentes y deduccion natural para conclusiones simples son los siguientes:®
Definicion 52. Sy es el cdlculo que se obtiene a partir de Scyp removiendo Gem-at
Definicién 53. Ny es el cdlculo que se obtiene a partir de Ny, removiendo LEM

A efectos de obtener célculos para la l6gica intuicionista de conclusiones multiples con-

juntivas, CIL, sélo extendemos Sy, y Vi1, con las dos reglas relevantes:

Definicion 54. Scyy, es el célculo que resulta de extender Scy, con R@ y S-Merge
Definicién 55. Ny es el calculo que resulta de extender Ny, con @-1y A'-Merge
Teorema 21. I' |=cy, A siy solosiT s, A

Teorema 22. I' |=cyp, A siy solo siT =y A

(Las pruebas son andlogas a las de los Teoremas 9 y 11.) Asi, nuestra bisqueda de
célculos para la 16gica intuicionista resulté més que simple. Por supuesto, la estrategia que
sugiero serd exitosa s6lo en la medida que conozcamos, o logremos encontrar, cdlculos
de conclusiones simples para las l6gicas que nos interesan; esto puede considerarse una
limitacién, dado que no se conocen, o al menos no se encuentran en la literatura, calculos
de conclusiones simples para muchas lgicas no cldsicas estindar—como por ejemplo, LP
o K3. Sin embargo, considero que la estrategia sugerida proporciona una buena heuristica

para la bisqueda de sistemas de prueba con conclusiones multiples conjuntivas.

2.2. Miuiltiples logicas clasicas

Hasta ahora, toda nuestra exploracién técnica viene descansando sobre dos supuestos
implicitos: primero, que las premisas de los argumentos se leen de manera conjuntiva;
segundo, que tanto las premisas como las conclusiones reciben una lectura determinada—

es posible decir si se leen de manera conjuntiva o disyuntiva—y univoca—nunca se

9La lectora puede encontrar los sistemas Sy, y NL, presentadosgDNeEP: OOTI3BOAVEA YSMIEZIDFY L
(1934-35), respectivamente.
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leen de ambas manera a la vez. En esta seccién, analizamos los varios sistemas que es
posible definir una vez que relajamos los anteriores supuestos. Los sistemas en cuestion
podrian todos denominarse ‘clasicos’, dado que se definen sobre la base de interpretaciones
cléasicas, y se diferencian de la presentacion estdndar de la légica clasica de conclusiones
multiples, MCL, s6lo en cémo combinan los cuantificadores existenciales y universales

en sus respectivas definiciones de consecuencia.

2.2.1. Conjuncion, disyuncion y dualidad

En la Seccién 1.1, vimos que CCL y MCL pueden ser entendidas como generali-
zaciones de la légica clasica de conclusiones simples, CL. Son generalizaciones en el
sentido preciso de que coinciden con CL en argumentos de una tnica conclusion. Ahora
bien, también es posible entender CL como una generalizacién de otro sistema, a saber,

la 16gica clasica de conclusiones y premisas simples, que denominamos cl:

Definicién 56. La relacién = C £ x £ queda definida como sigue:

A [=¢ Bsiysélosi, Vo € Val, si v(A) =1 entonces v(B) =1

Por supuesto, CL coincide con cl en argumentos de premisas y conclusiones simples.
Ademads, CL admite argumentos con premisas multiples, e impone una lectura conjuntiva
de esas premisas. Ahora bien, la lectura conjuntiva no es la tnica opcién: podriamos
generalizar |=¢ a premisas multiples, y leer las premisas como disyunciones. A continua-
cion, presento y analizo las l6gicas ‘cldsicas’ de conclusiones y premisas multiples que es
posible definir si admitimos la lectura disyuntiva de las premisas.

Dos de esas logicas son, claro estd, CCL y MCL. Para facilitar la lectura de lo
que sigue, a veces voy a usar |=x, para denotar =ccp, Y v para denotar =ycp—
los subindices son autoexplicativos. Dado que las posibles combinaciones de lecturas
conjuntivas y disyuntivas de las premisas y conclusiones son cuatro, las 16gicas que nos
resta presentar son sélo dos. Se trata de las siguientes:

Definicién 57. Las relaciones =y, FyaC P(L) x P(L) se definen como sigue:

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
I' =yy Asiy sélosi, Vo € Val, si o(I') {0}, entonces Z)<5A) < {UO%
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I' =un Asiy sélosi, Vo € Val, si v(I') € {0}, entonces v(A) C {1}

En términos informales, un argumento que vade I' a A es |=\/-vdlido si y s6lo si, siempre
que al menos una premisa en I' es verdadera, al menos una conclusién en A es verdadera;
el mismo argumento es =y -vélido si y s6lo si, siempre que al menos una premisa en
I" es verdadera, todas las conclusiones en A son verdaderas. Otra lectura intuitiva seria
la siguiente: alguien que esgrime un argumento =\ -vélido, sostiene: “Si me concedes
cualquiera de mis premisas, entonces debes aceptar alguna de mis conclusiones”; alguien
que esgrime un argumento =y-vdlido sostiene: “Si me concedes cualquiera de mis
premisas, entonces debes aceptar todas mis conclusiones”. La légica correspondiente a la
relacién de consecuencia =\, la denominamos CL"V:1a correspondiente a =y, CLV/.

Si restringimos nuestra atencidén a argumentos con conjuntos no vacios de premisas y

conclusiones, =y proporciona un estandar de validez bastante mds exigente que el de

las otras tres relaciones de consecuencia consideradas. Para cualesquiera I y A no vacios,

si el argumento que va de I a A es vdlido en =y, entonces es vélido en =y, Fan

y FEav, pero se da la conversa. Por su parte, =,y proporciona un estdndar de validez
bastante mds laxo. Asumiendo otra vez que I' y A no vacios, si el argumento que va

de T a A es vélido en |=yv, Fan 0 FEav, entonces es vélido en =5y, y la conversa

tampoco se da. Por ultimo, = son incomparables, es decir, hay argumentos

=VVs
que son |=yy-vélidos pero |=aa-invélidos (v.g. el que va de {p} a {p,q}) y vice versa
(v.g.elquevade {p,q} a{p}). Parailustrar de manera gréfica, asumamos esta convencién

notacional: si R es una relacién en S x P, entonces R™ es la restriccién de R al conjunto
(S—{@}) x (P — {@}). Entonces, tenemos el siguiente ordenamiento
|: Xv
|: JAF/\ ‘:tv

=
=VA
en donde las relaciones por encima incluyen propiamente a las relaciones por debajo, y

las relaciones que estdn a la misma altura son incompara%B'sgozz'OOBBSO'UBA'DM EAFFYL
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Ahora bien, si no nos restringimos a argumentos con tanto premisas como conclusiones
no vacias, las légicas que consideramos son todas incomparables, o en jerga del campo,

contralégicas unas de las otras:

Definiciéon 58. Sean L y L, dos l6gicas formuladas en el mismo lenguaje. L es una
sublégica de L, si 'y sélo si invalida algin principio que Ly valida; es una superlégica de
L, siy s6lo si valida algun principio que L, invalida. L1 y L, son contralégicas si 'y sélo

si son tanto subldgica como superlégicas una de la otra.

Hecho 23. Las relaciones =y, =AY Eav son contralGgicas unas de otras.

—VV>

Demostracion. Ya sabemos que F=an Yy v son contraldgicas por el Hecho 7. Adems,

=, €s contraldgica de las

{p.q} Enn g, pero {p,q} Fvv gy {p.q) Fua q. Luego,
otras tres. Por otro lado, {p,q} Evv {p,q}, pero {p,q} Fva {p.9},y v Evv @, pero

p =nv @. Luego, =y es también contralégica de las otras. Por dltimo, p =y @, pero

p FEav @. Asi, Eya Y FEav son contralgicas entre si 'y por ende de las otras tres. O

Las l6gicas |=yv y =y también tienen un comportamiento estructural bastante

diferente del de CCL o MCL. Listo algunos ejemplos:

Hecho 24. Para cualesquiera I', A, %, { A} C L se da que:
(@) T |=yy Asiysélosiy =y A paratodo vy €T.
b)) T'EwT
(©) SiTEyw Ay AEyy Z, entonces T =y &
(d) SiT E=yy A, AyT, A vy A, entonces T, T =y AA'.
(e) SiT =yy A, entonces T =y A X
(f) SiT,X =yv A, entonces T =y A
No se da que, para cualesquiera I', A, X C L:
(g) SiT vy A, entonces T, X =y A (v.g. p Evy p pero p,q vy p)
(h) SiT =yy A%, entonces I' [=yy A (v.g. p =vv p,g pero p vy q)

(Las pruebas de los hechos (a)—(f) se dejan como ejercicio para la lectora.) La condicién

(a) justifica la idea de que en =\ las premisas han ge 1 manera
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Repasando y ampliando lo visto en la Seccién 1, explicitamos el significado informal de
las condiciones restantes: (b) dice que =y es reflexiva; (c) dice que =\ es transitiva;
(d) dice que =y valida globalmente Corte (Cut); (e) dice que |=\\ valida globalmente
Debilitamiento Derecho (RW); (f) dice que =\ valida globalmente la regla que deno-
minaremos ‘Antidebilitamiento Izquierdo’ [ ‘Left anti-Weakening’]:

I2=A
WIS A
(g) dice que =y invalida globalmente debilitamiento izquierdo (LW), y por ultimo, (h)

dice que =\ invalida globalmente antidebilitamiento derecho (RaW).

Hecho 25. Para cualesquiera I', A, 2 C L se da que:
(@) T |=yp Asiysélosiy =ya d paratodoy € Ty d € A.
(b) SiT E=yn A, Ay T/, A Eys A, entonces T, T =y AN
(c) SiT ya AL, entonces I [=yp A
(d) SiT, % |=ya A, entonces T' [=yp A
No se da que, para cualesquiera I',A, % C L:
@ T'EvAT (veg pg Eva p)
() SiT =yn Ay A =yn Z, entonces T =yp 2 (vg. p FEva @Y @ FEva g, pero
pEvA D
(f) SiT |=ya A, entonces T [=yp A2 (V2. p FEva p pero p Eva p,q)
(g) SiT E=yn A, entonces T, X |=yp A (v.g. p Eva p pero p,g FEun p)

(Las pruebas de los hechos (a)—(d) se dejan como ejercicio para la lectora.) La condicién
(a) justifica la idea de que en =\ las premisas han de leerse de manera disyuntiva, y las
conclusiones de manera conjuntiva. Las restantes condiciones no necesitan explicacion.
A lo anterior, vale la pena agregar el siguiente dato curioso: T |Eyp @y @ FEya T para
cualquier I'—el sistema no es trivial porque, claro estd, invalida transitividad.

La informacién que hasta el momento hemos recopilado de todas nuestras l6gicas
puede leerse de manera més ficil en el Cuadro 2.1, en donde las tildes indican validez

global, y las cruces invalidez global.
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Cuadro 2.1: (In)valideces globales de las multiples 16gicas clédsicas

‘:/\A |:\/\/ |:/\\/ |:\//\
(CCL) (MCL)
D | V v X X
Tr v v X X
w | V X v X
Rw| X |V v X
Law| X |V X v
RaW | X X v

A partir del cuadro, es fécil extraer la siguiente moraleja, en donde los simbolos Ay V

estdn utilizados de la manera obvia para facilitar la lectura:

La lectura A de las premisas valida LW e invalida LaW

La lectura V de las premisas valida LaW e invalida LW

La lectura A de las conclusiones valida RaW e invalida RW

La lectura V de las conclusiones valida RW e invalida RaW

Creo que resulta iluminador leer los enunciados del tipo “I' implica A” como “Para
cualquier interpretacion del lenguaje, o I' es falso, o A es verdadero”. Asi, podemos

justificar las anteriores condiciones por medio de los siguientes truismos:

La falsedad de A A B implica la falsedad de A A B A C, pero no la de A.

La falsedad de A VV B implica la falsedad A, peronolade AV BV C.

La verdad de A A B implica la verdad de A, peronolade A A BAC.

La verdad de A V B implica la verdad de AV B V C, pero no la de A.

Es decir, muchas de las propiedades estructurales de las distintas l6gicas cldsicas (en
particular, todas que tienen que ver con la adicion o sustraccion de premisas o conclusiones)
se explican de manera pristina apelando a hechos de preservacion de verdad/falsedad
entre conjunciones/disyunciones de distintas aridades. En este sentido, la ‘Iégica’ de las
conjunciones y disyunciones es iluminadora a la hora de analizar el comportamiento
estructural de las relaciones de consecuencia. Por su parte, el comportamiento estructural

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
de las relaciones de consecuencia proporciona una nueva manera de ilustrar la conocida
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dualidad que existe entre conjunciones y disyunciones: las reglas estructurales que las
conjunciones validan son exactamente las que las disyunciones invalidan, y viceversa.
La dualidad no es una relacién que se dé sélo entre entre operadores del lenguaje objeto
(como en el caso de la conjuncién y la disyuncion). También puede darse entre l6gicas.
De hecho, hay 16gicas que son duales consigo mismas, algo que se suele considerar como
positivo en la literatura. Cuando Beall y Restall (2006, p. 14) analizan si vale la pena

trabajar con sistemas de conclusiones multiples, dicen:

The virtue of the idea is its elegance. A profound symmetry emerges when one
considers arguments involving multiple premises and multiple conclusions.
The natural reading of validity for arguments with this structure takes an
argument to be valid when the truth of all of the premises guarantees the
truth of some of the conclusions. The symmetry emerges when one notices
that valid arguments may be inverted: the untruth of all of the conclusions

guarantees the untruth of some of the premises.

Para expresar lo anterior de manera mds sucinta, introducimos una definicién:

Definicién 59. Dos relaciones de consecuencia =1 y =2 son negacion-duales si 'y sélo

sisedaque T =1 Asiysélosi (A) (D)

Lo que Beall y Restall notan es que MCL es auto-negacién-dual, es decir, I' F=pcr A si
y s6lo si 71(A) Emer (T). Esto seria deseable porque revela una profunda simetria y

elegancia (sic). Hay que notar que CCL carece de tan encomiable propiedad:
Hecho 26. La relacién =ccr, no es auto-negacion-dual

(Por ejemplo, p,q =ccL p, pero =p FEccL —p, —q). (Debemos concluir que CCL es
menos atractiva que MCL? Creo que no. La razén es que contamos con una relacién de

dualidad alternativa, que nos permite argumentar en favor de CCL.

Definicién 60. Dos relaciones de consecuencia =1y =2 son disyuncion-negacion-duales

si y s6lo si, para cualesquiera I' y A finitos, T' =1 A siy sélo si V 71(A) 2 V(T
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
Es facil ver que CCL es auto-disyuncion-negacién dual, pero MCL no:
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Hecho 27. La relacion |=ccy es auto-disyuncién-negacién-dual

Demostracion. Supongamos que I' =ccp A, con T' 'y A finitos. Supongamos que una
interpretacién v asigna 1 a la oracién \/ 71(A). Luego, v asigna 0 a alguna 6 € A (por la
seméntica de V' 'y —). Asf, v asigna 0 a alguna y € T (por definicién de |=ccr). Por ende,
v asigna 1 a la oracién \/ —(T') (por seméntica de \V y — otra vez). La interpretacién v era
arbitraria, por lo que concluimos \/ 7(A) Eccr V (T). La conversa se obtiene con un

razonamiento similar. |
Hecho 28. La relacién =pcr no es auto-disyuncién-negacién-dual

(Por ejemplo, p =mcr {p,q}, pero =p V =g =mcL —p) Segin la nocién de disyuncién-
negacion-dualidad, es CCL y no MCL la que ostenta profunda simetria y elegancia.®

No quiero sugerir con lo anterior que CCL es preferible a MCL (a eso dedico toda la
Parte I1). M4s bien, sugiero que, en lo que respecta a la auto-dualidad, ambos sistemas son
igual de satisfactorios. La auto-dualidad de MCL y la de CCL son igual de relevantes,
porque ambas capturan la misma idea intuitiva acerca de la relacién de consecuencia
l6gica. La idea en cuestion es que, si entendemos la consecuencia l6gica como una suerte
de condicional estricto, ese condicional contrapone. En términos mds graficos: usemos -3
como simbolo genérico para denotar la consecuencia légica. La auto-negacion-dualidad
de MCL nos dice que si (A A B) 3 (CV D) entonces (-C A =D) 3 (-AV —B). La
auto-disyuncion-negacion dualidad de CCL nos dice que si (A A B) 3 (C A D), entonces
(=CV =D) 3 (—=A V —B). Ambos enunciados son igual de correctos.

Para cerrar este apartado, exhibo algunos resultados de (no) dualidad que se dan entre

las varias relaciones de consecuencia que expusimos, y que podrian resultar interesantes.
Hecho 29. Las relaciones F=ccr y vy son negacion-duales.

Demostracion. Asumamos que I' =\ A. Supongamos que hay una interpretacién v tal

que v(71(A)) C {1}. Luego, v asigna 0 a todas las oraciones en A (por la seméntica

10 a auto-dualidad de CCL se puede caracterizar de varias maneras. Por ejemplo, CCL también satisface
lo que cabria denominar auto-negacion-conjuncion-dualidad: T =ccp Asiysélosi = A(A) Eccr 7 A(D).

Quizads, esta o alguna otra caracterizacion alternativa es mas intuitivg@a@@g@g@fgfgg@ QUBRO WEWFY L

Pero no encuentro razones conceptuales de peso por las que alguna de las caracterizaciones sea superior.
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de —). Asi, v asigna 0 a todas las oraciones en I' (por definicién de |=\\/). Por ende,
v(7(T)) C {1} (por la seméntica de — otra vez). La interpretacién v era arbitraria, por

lo que concluimos —(A) [=ccL 7(T'). La conversa se obtiene de manera similar. m

Hecho 30. Las relaciones =1y y =y no son negacién-duales.

Demostracion. {p,q} =av {q,7}, pero {—q,—r} FE=un {—p,—q}. O

Hecho 31. La relacién =y es auto-negacion-dual.

Demostracion. Asumamos que I' =y 4 A. Supongamos que hay una interpretacién v tal
que v(71(A)) € {0}. Luego, v asigna 0 a algin § € A (por la seméntica de —). Asi,
v(T') C {0} (por definicién de =y ). Por ende, v(—(T)) = 1 (por la semdntica de —
otra vez). La interpretacion v era arbitraria, por lo que concluimos —1(A) =y (T). La

conversa se obtiene por medio de un razonamiento similar. O

Definici6én 61. Dos relaciones de consecuencia =1 y |=2 son conjuncién-negacion-duales

si y s6lo si, para cualesquiera I' y A finitos, I' =1 A siy s6lo si A™1(A) =2 A(T)
Hecho 32. La relacién =y es auto-conjuncién-negacién-dual.

Demostracion. Asumamos que I' =\ A. Supongamos que hay una interpretacién v tal
que v(A(A)) ¢ {0}. Luego, v asigna 0 a toda oracién en A (por la seméntica de =y A).
Asi, v asigna 0 a toda oracién en I (por definicién de =\/). Por ende, v(A7(T)) ¢ {0}.
La interpretacién v era arbitraria, por lo que concluimos A7 (A) =yy A7(T). La

conversa se obtiene por medio de un razonamiento similar. m|

2.2.2. Uniodn, interseccion y estructuralidad

Todas las légicas ‘cldsicas’ de conclusiones multiples que vimos son contraldgicas
unas de otras—es decir, a la vez subldgicas y superlégicas. Digamos que una logica es
una superlogica estricta de otra si y s6lo si es una superldgica y no una subldgica, y
es una sublogica estricta de otra si y s6lo si es una sublégica y no una superldgica.
A continuacién, presento un sistema que es una superl%%ca estricta, y otro que es una

-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
subldgica estricta, de todas las légicas ‘cldsicas’ anteriores.
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En lo que va del trabajo, consideramos lecturas tanto conjuntivas como disyuntivas,
tanto de las conclusiones como de las premisas. Sin embargo, hemos operado siempre bajo
el supuesto de que, dada cualquier relacion de consecuencia, y dado cualquier argumento,
las premisas y conclusiones del argumento reciben siempre una lectura determinada, en
el sentido de que es posible decidir si se leen de manera conjuntiva o disyuntiva, y una
lectura univoca, en el sentido de que nunca se leen de ambas maneras a la vez. Para dejar
mds en claro a qué me refiero, me remito a un ejemplo. Recordemos nuestra definicién
informal de validez en CCL: “T" implica A en CCL si y sélo si, siempre que todas las
premisas en I' son verdaderas, todas las conclusiones en A lo son”. Contrastemos, ahora,

la anterior definicion con la siguiente:

(x) I' implica A si y sélo si, siempre que las premisas en I' son todas verdaderas, alguna o

todas las conclusiones en A 1o son.

En la definicién de CCL, es claro que las conclusiones reciben una lectura conjuntiva
o universal. En (%), en cambio, no podriamos decir lo mismo. Dado un argumento del
tipo (I',{ T, L}), en toda valuacién las conclusiones satisfacen los estdndares que (x) les
impone, a pesar de que al menos una conclusion es falsa. Tampoco podriamos decir, claro
estd, que en (%) las conclusiones son leidas de manera disyuntiva o existencial: dado un
argumento del tipo (', @), en toda valuacion las conclusiones satisfacen los estdndares que
(%) les impone, a pesar de que ninguna es verdadera. Caracterizo este fendmeno diciendo
que (%) no impone una lectura determinada a las conclusiones. Consideremos, ahora, la

definicién siguiente:

(x%) I' implica A si y sélo si, para toda interpretacion, siempre que las premisas en I' son

todas verdaderas, alguna y todas las conclusiones en A lo son.

En la definicién de CCL, es claro que las conclusiones no reciben una lectura disyuntiva.
En (%), en cambio, no podriamos decir lo mismo. Dado un argumento del tipo (T, @), en
toda valuacion las conclusiones infringen los estindares que (xx) les impone, dado que
no hay alguna que sea verdadera. Tampoco podriamos decir, claro, que las conclusiones
no son leidas de manera conjuntiva: dado un argumentc(_:‘)Dq%l(ﬁiﬁ%Ogl;i gél;),ﬂ_ }A\ I%II{/I tlgglgFYL

valuacion las conclusiones infringen los estindares que (xx) les impone, dado que al
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menos una es falsa. Caracterizo este fendmeno diciendo que (xx) no impone una lectura
univoca de las conclusiones.!!

Lo dicho respecto de las conclusiones aplica mutatis mutandi alas premisas. Abandonar
el supuesto de que premisas y conclusiones siempre se leen de manera determinada y
univoca nos abre un abanico de nuevas posibilidades a la hora de definir relaciones de
consecuencia. En particular, nos permite definir los dos sistemas que introduzco en este
apartado, y a los cuales me aboco a continuacion.

Comenzamos con la superldgica estricta de todas nuestras 16gicas cldsicas. Por razones

que se hardn evidentes en breve, la denomino CL":

Definicion 62. La relacién =, C P(L) x P(L) se define como sigue:
I'=uAsiysélosi,Voev,sio(l) C{1}yo(T) g {0},
entonces v(A) C {1} ov(A) € {0}.

En términos informales, la definicién se parafrasea como sigue: un argumento es = -
vélido si y s6lo si, siempre que todas y alguna de las premisas es verdadera, todas o alguna
de las premisas es verdadera también. Asi, CcLv impone una lectura no univoca de las
premisas y una lectura no determinada de las conclusiones.

CLV es una superlégica de todas las 16gicas que nos conciernen:

Hecho 33. |=, valida argumentos que las siguientes relaciones invalidan:
(@) F=an (Vg p EAn Poq, PETO P U P,q)
(b) Eav (v.g. p v @, pero p Fu @)
(©) Fvv (simil (b))
(d) Fva (simil (a))

A continuaciéon mostramos que es una superldgica estricta:

1Djcho en otros términos. Cuando la lectura es no determinada, no es necesario satisfacer la lectura
conjuntiva, y tampoco es necesario satisfacer la lectura disyuntiva, para satisfacer el estdndar impuesto
(basta con satisfacer uno de los dos). Cuando la lectura es no univoca, no es suficiente con satisfacer la
lectura conjuntiva sola, y tampoco es suficiente con satisfacer la lectura disyuntiva sola, para satisfacer el
estdndar (es preciso satisfacer ambas).

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Teorema 34. == (=an U =av U Evy U F=va)

Demostracion. Supongamos que I' =, A. Luego, hay una interpretacién v tal que v(I') C
{1}, yo(T) 2 {0}, yov(A) C {0}, yv(A) € {1}. Lainterpretacién v es un contraejemplo
al argumento que va de T a A tanto en |=p,, como en =y, cOmo en =y, como en
=y . Asi, el argumento mencionado no estd en la unién de esas relaciones. Supongamos,
ahora, que el argumento que va de I" a A no estd en la unién de las relaciones mencionadas.
Sabemos que hay al menos una interpretacién v tal que v(I') € {0} (porque ' [~y A);
luego, T es no vacio, y para cualquier interpretacién v, si v(I') C {1}, entonces v(I') Z
{0}. También sabemos que hay al menos una interpretacién v tal que v(A) € {1} (porque
[ 2yn A); luego, A es no vacio, y para cualquier interpretacién v, si v(A) C {0},
entonces v(A) € {1}. Por dltimo, sabemos que hay al menos una interpretacién v tal que
o(T) C {1} y v(A) C {0} (porque T [=ny A); por lo anterior, se sigue que v(I') € {0}
y v(A) € {1}. Por lo tanto, T [~ A. O

Ahora, pasamos a la subldgica estricta de todas nuestras 16gicas clédsicas. Por razones

que la lectora imagina, la denomino CL"":

Definicién 63. La relacion =nC P (L) x P(L) se define como sigue:
I'EyAsiysolosi, Voev,sio(l) C{1}ov(T) g {0},
entonces v(A) C {1} y v(A) ¢ {0}.

En términos informales, la definicién se parafrasea como sigue: un argumento es |=n-
vélido si y solo si, siempre que todas o alguna de las premisas es verdadera, todas y alguna
de las premisas es verdadera también. Asi, cL" impone una lectura no determinada de
las premisas, y una lectura no univoca de las conclusiones.

CL" es una sublégica de todas las I6gicas que nos conciernen:

Hecho 35. |=n invalida argumentos que las siguientes relaciones validan:
(@) Ean (V.. P9 Enn g, pero p,q [En q)
(b) Fav (simil (a))
(©) Fvv (v.g. @ Evv p, pero @ En p)
(d) Fva (simil (¢))

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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A continuacién mostramos que es una subldgica estricta:
Teorema 36. |=n= (a0 N EAy N Evy N EVA)

Demostracion. Supongamos que I' = A. Entonces, hay una interpretacién v que satis-
face al menos una de las siguientes cuatro condiciones: (i) v(I') C {1} y v(A) € {1},
en cuyo caso I' an A, (ii) o(T) € {0} y v(A) € {1}, en cuyo caso I' Eya A, (iii)
v(T) C {1} yv(A) C {0}, encuyo caso I' eny A, (iv) v(T') € {0} y v(A) C {0}, en
cuyo caso I' =y A. En los cuatro casos, el argumento que va de I' a A no estd en la

interseccion que nos concierne. La conversa se prueba con un razonamiento similar. O

CL" y CL" son, entonces, la unién y la interseccién de las varias 16gicas que podemos
definir cuando partimos de la definicién de consecuencia logica clasica y ‘jugamos’ con
las lecturas conjuntivas y disyuntivas de conclusiones y premisas. Pero ademads de esa
particularidad en el nivel de los argumentos, CL” y CL"' tienen un comportamiento

estructural que considero bastante interesantes:

Hecho 37. |=, valida globalmente los siguientes principios estructurales:
= ID

e invalida los siguientes:

» Tr(vg. p=EU @,y @ Fu g, pero p U q)

LW (v.g. @ =y g, pero p [£Fu 9)

LaW (v.g. p,q [=u p. pero q =0 p)
RW (v.g. p =u @, pero p - 9)

RaW (v.g. p =u p,4. pero p =u 9)

A pesar de que recupera todas las valideces de las otras l6gicas cldsicas—o mejor, debido
a que lo hace sin trivialidad—CL" resulta ser una légica profundamente subestructural.
Los contraejemplos a RW y LW son relativamente marginales, dado que se limitan a
casos en que el conjunto de oraciones a ser debilitado es el vacio: para cualesquiera

I[LA=@,siT =y Aentonces, TUX =, AyT =y AUZX, para cualquier X.12 Los fallos

12A pesar de ser marginales en el sentido descrito, los fallos de é}g_é&ﬁ_m%@w&rwté%L

trivialidad, dado que @ =y @.
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de transitividad, en cambio, son un fendmeno generalizado (y en este sentido, CLY es

andloga a MCL).

Hecho 38. |=n valida globalmente los siguientes principios estructurales:
n Tt
= RaW
s LaW
e invalida los siguientes:
= ID (v.g. p,q F~n p,9)
= LW (v.g. p =n p. pero p,q =n p)
= RW (v.g. p =n p, pero p n p,9)

En lo que respecta a la adicion y sustraccion de premisas (esto es, las reglas RW, LW,
RaW y LaW), el comportamiento de CL"' es idéntico al de CL"". Creo que, para los
casos de premisas y conclusiones no vacias, lo anterior se puede explicar como sigue. En
el estdndar para premisas tenemos una disyuncion (“Si alguna o todas las premisas son
verdaderas,...”). El disyunto mads fécil de satisfacer—es decir, el que més contraejemplos
nos proporciona—es el que impone una lectura disyuntiva. Por eso, del lado de las premisas
CL"' se comporta de manera disyuntiva: valida LaW e invalida LW. Por otro lado, en el
estandar para conclusiones tenemos una conjuncion (*“...algunay todas las conclusiones son
verdaderas”). El conyunto més dificil de satisfacer—es decir, el que menos contraejemplos
nos evita—es el que impone una lectura conjuntiva. Por eso, del lado de las conclusiones
CL"' se comporta de manera conjuntiva: valida RaW e invalida RW.

Hasta ahora, hemos analizado con algin detalle las propiedades estructurales de va-
rios sistemas. Ademds, algunas de estas propiedades jugardn un papel importante en mi
motivacién filoséfica de CCL, en la Parte II. Por eso, considero pertinente realizar al-
gunas reflexiones sobre la nocién misma de estructuralidad. En particular, me interesa
centrarme en lo siguiente. En los dltimos afios, se produjo una vasta literatura en torno
a las 16gicas subestructurales—sus propiedades, aplicaciones y aspectos filoséficos. Es
notable, sin embargo, que poca o ninguna atencion se destind a analizar las lﬂue pudieran

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
denominarse 16gicas superestructurales. ;Cémo definimos una légica superestructural?
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(Es CCL superestructural? ; Es la superestructuralidad un atributo deseable o indeseable?
A tales cuestiones dedico lo que resta del presente apartado.

Creo que hay al menos dos sentidos en los que, en la actualidad, se suele decir que
una légica es (o no es) estructural. Uno es un sentido absoluto, el otro un sentido relativo.
Analizo cada uno en orden.

El sentido absoluto de estructuralidad estd dado por ciertas propiedades que carac-
terizan a nuestra nocion intuitiva de consecuencia légica—es decir, propiedades que
esperamos que toda relacion de consecuencia l6gica tenga— y que no involucran, o al
menos no lo hacen de manera explicita, manipulacion de constantes 16gicas del lenguaje
objeto. La doctrina predominante acerca de cuales son las propiedades en cuestion es he-
rencia directa de los trabajos de Tarski, y ensefna que toda relacion de consecuencia ha de
ser reflexiva, transitiva, monotona e invariable bajo sustitucion (cf. Jansana, 2016; Tarski,
1983a); como ha de estar formulada sobre conjuntos, también ha de validar contraccién

(i.e. LC y RC) y las siguiente reglas de ‘Intercambio’:

IA,B=A RE I'= A,B,A
I''BA= A I'=A,BA

LE
(Las etiquetas son por ‘Left Exchange’ y ‘Right Exchange’.) En este sentido absoluto
de estructuralidad, serian subestructurales todas y sélo aquellas 16gicas que fallen en
satisfacer alguno de los anteriores requisitos.
No es mi intencidén aqui determinar si la visién ortodoxa estd justificada o no. Me limito
a analizar si, dada esta vision, la 16gica CCL es estructural. Y mi respuesta es positiva;
de hecho, sugiero que, en la medida que la estructuralidad sea algo que se da en grados,
podriamos incluso decir que CCL es mads estructural que la logica cldsica de conclusiones
multiples estandar, MCL. Mis razones para decir que CCL es estructural son simples:
es invariable bajo sustitucion, satisface Contraccion, Intercambio, y también reflexividad
y transitividad irrestricta en el sentido usual (i.e. relacion-tedrico) de los términos. Por
ultimo, valida Debilitamiento Izquierdo, por lo que, en términos intuitivos, es todo lo
mondtona que deberia ser, provisto que leemos las conclusiones de manera conjuntiva.
Mis razones para decir que CCL podria ser considerada mas estructural que MCL no

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
son mucho mds abstrusas. Recordemos que la 16gica cldsica de conclusiones simples, CL,
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no es transitiva y reflexiva en el sentido usual de los términos; esto no lo consideramos
un problema (i.e. una ‘falla de estructuralidad’) porque su relacién de consecuencia =cr.,
al tener un dominio y un codominio diferentes, simplemente no es el tipo de cosa que
pueda ser reflexiva y transitiva. Ahora bien, MCL si podria ser reflexiva y transitiva—el
dominio y codominio de su relacién de consecuencia =yycr coinciden—y sin embargo
viola los principios de reflexividad y transitividad. Luego, si pensamos que una relacion de
consecuencia es estructural en la medida que sea ‘todo lo reflexiva, transitiva y monétona
que puede ser’, entonces podemos decir que CCL es mas estructural que MCL.

Dada la nocién absoluta de estructuralidad, no es obvio para mi qué seria una ‘légica
superestructural’. En principio, dirfamos que es un sistema que valida mds principios
estructurales que los caracteristicos de toda relacion de consecuencia. La pregunta es,
(seria ese sistema una ldgica? La nocién absoluta de estructuralidad tiene un cierto
matiz normativo o ‘ejemplar’: describe como ha de ser una relacién para recibir el titulo
honorifico de ‘consecuencia légica’. Pero no es claro si el conjunto de principios que
heredamos de la tradicion (reflexividad, transitividad, etc.) se entiende o no como una
descripcion exhaustiva de los principios estructurales que una logica debe y puede validar.
Si se entiende de esa manera, entonces los sistemas superestructurales no serian légicas,
sino teorias en el mejor de los casos. Si no se entiende de esa manera, habria lugar para
algo como ‘ldgicas superestructurales’.

Pasemos al sentido de estructuralidad que caractericé como relativo. En la literatura,
se suele decir que son estructurales aquellas 16gicas que validan los mismos principios
estructurales que la 16gica clésica, y subestructurales aquellas que invalidan al menos un
principio estructural que la légica cldsica valida. Muchas veces, esta manera de hablar
se usa s6lo como un medio de clasificacion y clarificacion, sin carga valorativa. En este
sentido, cuando decimos que ST es subestructural, queremos decir que es subestructural
respecto de la logica clasica, pero no tenemos en mente que ST falle en satisfacer algunos
principios caracteristicos de toda relacion de consecuencia. La légica cldsica se usa como

parametro de referencia (0 como ‘metro patrén’) por una mera cuestiéon de comodidad: es

el sistema mas difundido, estudiado y aplicado con el qug epptamss B B ROSIIEREEY |
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valorativa de estructuralidad puede ser bien entendida como una relacion entre sistemas.

Podriamos definirla como sigue:

Definicién 64. Una relacion de consecuencia |=1 es subestructural respecto de otra =5

(0 [=2-subestructural) si y s6lo si invalida algtn principio estructural que =5 valida.’?

Dada esta definicion, podemos decir que CCL es MCL-subestructural (v.g. no valida
RW), y MCL es CCL-subestructural (v.g. no valida RaW). Extender el enfoque para

cubrir la nocién de superestructuralidad es sencillo:

Definicién 65. Una relacién de consecuencia |=1 es superestructural respecto de otra =2

(0 [=2-superestructural) si 'y s6lo si valida algtin principio estructural que = invalida.

Es claro que dos l6gicas pueden ser al mismo tiempo subestructurales y superestructurales
una de la otra. (Témense, otra vez, CCL y MCL.) Cuando esto sucede, podemos decir

que las l16gicas en cuestion son contraestructurales entre si:

Definicién 66. Dos relaciones de consecuencia =1 y =2 son contraestructurales una de
la otra si y s6lo =1 valida al menos un principio estructural que =, y viceversa, =2

valida al menos un principio estructural invélido en |=1.

Asi entendidas, las nociones de sub, super y contraestructuralidad estdn perfecta analogia
con las tradicionales nociones de subldgica, supralégica y 16gica divergente o contraldgica
(cf. Sec. 2.2.1). Considero que esta concordancia entre ambas familias de nociones resulta
iluminadora, y contribuye a unificar terminologias que, de otro modo, no se relacionaban

de manera del todo clara.

13Esta definicién podria encontrarse con casos dificiles, dado que la nocién misma de ‘principio estructu-
ral’ es vaga. Por ejemplo, es bien sabido que, si tomamos el cdlculo LK para la l6gica clasica de conclusiones
multiples estandar (cf. Gentzen, 1934-35) y lo restringimos a conclusiones simples, obtenemos la l6gica
intuicionista. ;Podemos decir entonces que la 1égica intuicionista es subestructural? ;Es la cantidad de
conclusiones permitida un ‘principio estructural’? Algunos autores sugieren respuestas afirmativas, pero no
parece haber un consenso establecido.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Para terminar, cabe ilustrar las anteriores definiciones por medio de algunos ejemplos.
ST es CL-subestructural, aunque no es una sublogica de CL. TS y ST son contraes-
tructurales entre si, aunque no son contraldgicas, porque todo argumento valido en TS es
también vélido en ST. Las relaciones vistas en la Seccién 2.2.1 (i.e. =an, Fav, FEvyv Y
=) son todas tanto contraestructurales como contralégicas unas de otras.

Por ultimo, digamos que una légica es sub(super)estructural estricta respecto de otra
si 'y s6lo si es sub(super)estructural pero no super(sup)estructural. Tenemos entonces que

la relacién |=n es una subldgica estricta de todas las relaciones mencionadas en el parrafo

anterior, pero no es subestructural estricta respecto de ninguna. A la inversa, =_ es una
superldgica estricta de todas (Teorema 34), pero no asi superestructural estricta de alguna.

Una linea de investigacion que considero interesante a futuro es ver si existen 16gi-
cas que, sin ser triviales, sean superestructurales estrictas respecto de, ya sea la 16gica
clsica de conclusiones multiples estindar, MCL, ya sea la légica clésica de conclusio-
nes multiples conjutivas, CCL. Si tales sistemas existieran, podriamos quizas pensar que

el resultado limitativo de Post (1921) para extensiones inferenciales de la légica cldsica

proposicional no aplica para extensiones estructurales de esta misma légica.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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In considerations of a general theoretical nature the
proper concept of consequence must be placed in the

foreground.

Alfred Tarski (1936/1983b),

“On the Concept of Logical Consequence”

Las légicas puras no son mds que objetos matemadticos abstractos. Esos objetos admiten
y de hecho reciben multiples aplicaciones, como por ejemplo modelar circuitos eléctricos
(16gica cldsica proposicional), o describir la estructura gramatical de los lenguajes (cdlculo
Lambek). Ahora bien, es claro que una de las aplicaciones mds importantes que reciben
las 16gicas puras consiste en describir y/o prescribir la manera en que razonamos y hemos
de razonar en el lenguaje natural; en otras palabras, modelar nuestro concepto intuitivo de
consecuencia légica o validez. Algunos autores sostienen incluso que esta es la aplicacion

canodnica de la légica. Priest, por ejemplo (2006, p. 196), escribe

Let us now turn to the most important and traditional application of a pure
logic. This is what (...) I called the canonical application: the application of a
logic in the analysis of reasoning (...) The central purpose (...) is to determine
what follows from what—what premises support what conclusions—and

why. An argument where this is, in fact, the case is valid.

Como (casi) toda tesis filoséfica, la idea de que las 16gicas poseen algo asi como una

aplicacion candnica carece de consenso undnime.! Sin embargo, hay un amplio acuerdo

Por ejemplo, Eklund (2017) duda del interés filoséfico del proyecto consistente en modelar el razo-
namiento ordinario, y Glanzberg (2015) sugiere que en el lenguaje natural no hay una genuina relacién de

consecuencia a ser modelada. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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en que al menos uno de los importantes usos que suelen recibir las 16gicas consiste en
modelar nuestra nocién intuitiva de consecuencia. En este capitulo sostengo que, en este
respecto, el enfoque conjuntivo a las conclusiones multiples corre con clara ventaja frente
al enfoque disyuntivo.

El capitulo estd organizado en dos partes. En la Seccién 3.1, argumento que el enfoque
disyuntivo postula entidades que no existen en el lenguaje natural, dado que el razonamien-
to ordinario no presenta argumentos con conclusiones miltiples disyuntivas. El mismo
cargo, sin embargo, no afecta al enfoque conjuntivo. En la Seccién 3.2, argumento que
el enfoque disyuntivo se desempefia peor que el conjuntivo a la hora de capturar nuestras
intuiciones pretedricas acerca de la validez. Mi explicacion de por qué esto ocurre es que,
bajo el enfoque disyuntivo, la relacion de equivalencia l6gica no es una genuina relacién

de equivalencia.

3.1. Conclusiones en la Naturaleza

En esta seccion, comparamos al enfoque disyuntivo y conjuntivo en lo que toca al nivel

de idealizacion en que incurren o no al postular la existencia de conclusiones multiples.

3.1.1. El enfoque disyuntivo

Bastantes autores opinan que no hay argumentos con conclusiones multiples disyunti-
vas en el lenguaje natural.? Garet Evans, por ejemplo, expresa la siguiente preocupacion,?

que cito in extenso por su relevancia para el asunto que nos concierne:

We can assert a number of premises as a series ‘A1, Ay, ..., A, . Each stage
‘A1q,...,A; of this is complete in itself and independent of what may follow:
the subsequent assertions merely add to the commitment represented by the
previous ones. But if we tried to make a serial utterance ‘Bq, B», ..., B;;’ in the

way required for asserting multiple conclusions, as committing us to the truth

2Véanse, por ejemplo, Beall y Restall (2006, p. 13), Cintula y Paoli (2016), Rumfitt (2008, p. 79),

Steinberger (2011) y Tennant (2002, p. 36). GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
3Reconstruida en Shoesmith y Smiley (1978, p. 5).
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of By or of B,... or of B, we should be withdrawing by the utterance of B, the
unqualified commitment to By into which we had apparently entered at the
first stage, and so on. The utterance will therefore have to be accompanied by a
warning (e.g. a prefatory ‘Either’) to suspend judgement until the whole series
is finished, and we do not achieve a complete speech act until the utterance of
the last B;, duly marked as such. But this is much as to admit that the various
B; are functioning not as separate units of discourse but as components of a

single disjunctive one.

De manera sucinta, el razonamiento de Evans es el siguiente: en un argumento con
conclusiones multiples leidas de manera disyuntiva, las premisas no brindan apoyo a
ninguna conclusion en particular; luego, las conclusiones no son independientes una de
la otra en el discurso, y asi, a nivel prictico, cabe dudar de que en efecto sean muiltiples.
Considero que el argumento es plausible. ;En qué sentido cada una de las conclusiones
se sigue de las premisas, si creer en las premisas no constituye una razon para creer en la
conclusién? (Vale mencionar que si asumimos que las conclusiones multiples se leen de
manera conjuntiva, el razonamiento de Evans ya no corre, dado que las premisas de hecho
brindan apoyo a cada conclusion en particular.)

Restall (2005) ha sugerido, contra la ortodoxia, que al menos algunos argumentos del
lenguaje natural pueden ser interpretados como teniendo conclusiones miultiples disyun-

tivas. El autor da como ejemplo el siguiente razonamiento por casos:

Supongamos que todos estdn o felices o cansados. Elijjamos una persona.
Sabemos que esté o feliz o cansada. Hay dos casos. Caso (i) estd feliz. Caso
(ii) estd cansada, y por ende alguien estd cansado. En consecuencia, o esta
persona estd feliz o alguien estd cansado. Pero la persona que elegimos era

arbitraria; luego, o todos estdn felices o alguien que estd cansado.
El razonamiento se puede formalizar con facilidad por medio de reglas de secuentes

correctas respecto de la 16gica cldsica de conclusiones miiltiples estindar, MCL:
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Vx(Fx VvV Cx) = Vx(Fx V Cx)
Vx(FxV Cx) = FaV Ca
Vx(FxV Cx) = Fa,Ca
Vx(FxV Cx) = Fa,3xCx
Vx(FxV Cx) = VxFx,3xCx
Vx(Fx VvV Cx) = VxFx V 3xCx

El secuente en la tercer linea de la prueba, Vx(Fx V Cx) = Fa,Ca, modela la etapa del
razonamiento en espafiol en que tenemos dos casos activos, uno que concluye en Fa y
otro que concluye en 3xCx. Segin Restall, el hecho de que el secuente en cuestion tenga
conclusiones multiples constituye evidencia en favor de que la etapa correspondiente de
nuestro razonamiento en espafiol presenta conclusiones multiples también.

A mi juicio, sin embargo, la argumentacion de Restall no es convincente. Por un lado,
el razonamiento que nos propone también se puede formalizar usando reglas de deduccion

natural correctas respecto de la 16gica cldsica de conclusiones simples, CL:

[Ca)?
Vx(Fx V Cx) [Fa)! IxCx
FaV Ca FaV dxCx FaVv 3xCx
EvV 1,2
Fa Vv dxCx
VxFx VvV dxCx

Por otro lado, coincido con Steinberger (2011) en que, si bien el razonamiento por casos
es frecuente en la prictica inferencial cotidiana, en general no consideramos que los casos
relevantes sean conclusiones de nuestro argumento, es decir, que se sigan de nuestras
premisas.* Creo, entonces, que la evidencia que presenta Restall puede ser explicada por
medio de conclusiones simples, y la explicacion resultante es tan o mds satisfactoria que
la ofrecida por el autor.

Quizds, quien simpatice con las conclusiones multiples disyuntivas podria objetar.
La prueba en secuentes que ofrece Restall se destaca por su simplicidad y elegancia. En

cambio, la prueba que ofrecimos en deduccién natural apela, en su dltimo paso, a la regla

AaV ¢
(2) ————anoen A(x), ¢ o ssncc
VxAx V¢
4En palabras del autor (p. 342): “While we may agree that everyday proofs frequently proceed by case
distinctions, we certainly do not ordinarily consider the cases to beé’&ti@sggﬁgg}- gr)?’&i(i{i ,%QQM)E%FQFY L
are not thought to follow from Vx(Fx Vv Cx).”
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(en donde ‘ssncc’ abrevia ‘supuestos no cancelados’). El cdlculo de deduccién natural
estandar para CL es NK. Ahora, la derivacién de (2) en NK no es lo que denominariamos
trivial, como se aprecia en la Figura 3.1.1.

Luego, la explicacion de Restall parece tener,
después de todo, una ventaja frente a la nuestra:
preserva la simplicidad aparente del razonamiento

en espaiiol. Si esto es asi, quizds tengamos alguna

(VxAxV é) v ~(VxAx v )

razon para admitir conclusiones multiples disyunti-

[¥xAx v ¢]8
(YxAx vV §)

vas. Steinberger considera una objecion de este tipo,

y de hecho parece conceder que la simplicidad de

[=(¥xAx v )]

las derivaciones juega al menos prima facie a favor

de Restall (p. 341-3).

[~(¥xAx v ¢)]!
(YxAxV ¢)

-1
7.8

Sin embargo, pienso que la objecion estd desen-

V5.6

E

caminada. En primer lugar, dependiendo de cudl sea

4
——(YxAx Vv @)

el cdlculo de secuentes operante, también la prueba

[Ad)®  Aav -Aa

VxAx
YxAx v b

de Restall podria utilizar reglas que, si bien deriva-

Aa

:—‘Aa_s

bles, no son primitivas. Por ejemplo, el cdlculo de

Aav

|2 secuentes estdndar para MCL es LK. Pero hay dos

reglas en la prueba de Restall que no son primitivas

-2

—(¥xAx v o))"

——Aa

en LK; se trata de las que permiten los pasos de

YxAxve |

C=¢Vy,Alal =¢,pAlyde [l = ¢,p,Al

[Aa]?

4 a [’ = ¢V p,Al. Las reglas se derivan con rela-

[~Aa)?
34

tiva facilidad en el sistema, pero, si enriquecemos
Figura 3.1: (2) en NK la prueba original del autor con las derivaciones

correspondientes, queda poco—si es que algo en
absoluto—de la simplicidad y elegancia que motivaban la objecion.

En segundo lugar, incluso si, dada cierta eleccion de célculos, la prueba en secuentes

es mds simple que la prueba en deduccion natural, esto no dice gran cosa acerca de cudl de

los sistemas ofrece la mejor explicacion de nuestras practggas sgserepaed ssoNjsRap NeESEEY |
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cuando definimos sistemas de prueba, intentamos reducir al minimo la cantidad de reglas
primitivas. Las razones por las que procedemos de esta manera, sin embargo, suelen tener
poco que ver con el modelado del razonamiento ordinario. En general, atafien a nuestro
deseo de, por un lado, facilitar las pruebas metatedricas, y por otro, brindar una descripciéon
tan econdmica como sea posible del comportamiento inferencial de las constantes 16gicas.>
En nuestro razonamiento ordinario, por otra parte, usamos un sinnimero de reglas que
no son las primitivas de ninguno de los sistemas de prueba estdndar. Si nuestra meta
principal es brindar una buena descripcion de nuestra razonamiento, ninguna consideracion
metodoldgica nos impide enriquecer cualquiera de nuestros sistemas con algunas de sus
reglas derivadas. (En particular, nada nos impide enriquecer NK o LK con las reglas
relevantes para el ejemplo.) Asi, la complejidad de las derivaciones en nuestros sistemas
de prueba mds simples no deberia ser tomada como parametro de la elegancia todas las
cosas consideradas de nuestra teorfa del razonamiento.

Concluyo, entonces, que la ortodoxia estd en lo cierto cuando dice que no hay conclu-
siones multiples disyuntivas en el lenguaje natural. Ahora bien, la ortodoxia también dice
que no hay conclusiones multiples en absoluto, y ahi estd errada. En la mayoria de los
casos, quienes afirman lo anterior asumen que las conclusiones multiples se han de leer
de manera disyuntiva.® Y tal asuncién es, por supuesto, algo que la defensora del enfoque

conjuntivo no quiere ni necesita conceder.

3.1.2. El enfoque conjuntivo

En espafiol, tiene perfecto sentido emitir fragmentos del siguiente tipo:

(1) Estas consecuencias se siguen de tales y cuales compromisos teoricos
(2) Tu teoria implica el siguiente conjunto de enunciados...

(3) Taly cual hipdtesis tiene una serie de consecuencias indeseables...

SPara quienes abrazan el inferencialismo acerca de las constantes 16gicas, describir su comportamiento
inferencial equivale a describir su significado.

6Hasta donde sé, de todas las personas que sostienen que no hay conclusiones multiples en el lenguaje
natural, sélo Cintula y Paoli (2016) no asumen el enfoque disyuntivo. Discuto el trabajo de estos autores
mds abajo.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Es claro que, si formalizamos estos fragmentos por medio de argumentos con conclusiones
multiples, las conclusiones en cuestiéon se han de leer de manera conjuntiva. (Nadie
emitiria (1) para expresar que al menos una de las consecuencias enumeradas se sigue.
Observaciones andlogas aplican a (2) y (3).) Mi intuicién en este punto es que formalizar
por medio de argumentos con conclusiones multiples es adecuado. Para quienes comparten
mi intuicién, enhorabuena: tenemos conclusiones multiples conjuntivas en el lenguaje
natural. Para aplacar a quienes no la comparten, considero algunas objeciones.

La primera sostiene que los ejemplos del tipo anterior se pueden formalizar de manera
al menos igual de satisfactoria usando de argumentos que tienen una conjuncion por unica
conclusion. Si las conclusiones multiples no contribuyen a una mejor explicacion de la
evidencia, ;para qué postular argumentos con conclusiones multiples?

Frente a esta objecidn, tengo varias respuestas. La primera es que, en ocasiones, for-
malizar usando conjuntos parece ser mds fiel a las intenciones del hablante que formalizar
usando conjunciones. La razén es que la identidad de las conjunciones es sensible a la
cantidad de ocurrencias de sus conyuntos (“A A A A B” es un objeto distinto de “A A B”)
y al orden en que aparecen (“A A B” es un objeto distinto de “B A A”). La identidad entre
conjuntos no es sensible a ninguno de estos dos factores ({A, A,B},{A,B} y {B,A} son
el mismo objeto). Y en muchos ejemplos del tipo que ofreci mds arriba, la identidad del
argumento a formalizar no parecen sensible a la cantidad de veces o el orden en que las

conclusiones ocurren. Por ejemplo, supongamos que precisamos (1) como sigue:”’

(1*) La ausencia de responsabilidad moral, la imposibilidad de autonomia y un depri-

mente fatalismo historico se siguen del determinismo duro
y comparemos el anterior pasaje con el siguiente:

(1**) La ausencia de responsabilidad moral, un deprimente fatalismo historico y la im-

posibilidad de autonomia se siguen del determinismo duro

En términos intuitivos, ambos pasajes expresan el mismo argumento. Por supuesto, po-

drian diferir en sus aspectos pragmaticos (quizas, Otorga&g-i%?ﬁ?o?ﬂ@ﬂ%& ﬂgx%ﬁ%gﬁFYL

7Aclaracién: el ejemplo no es representativo de la opinién que el determinismo le merece al autor.
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conclusiones). Pero en lo que respecta a su contenido ldgico, los pasajes son similares, y
por ende, requieren la misma formalizacién. ;Qué formalizacion ha de ser esa? No puede
ser un argumento con una tnica conclusion de forma conjuntiva. (; En qué orden y cuantas
veces colocariamos los conyuntos? Cualquier opcion falla en hacerle justicia a alguno de
los pasajes.) La alternativa obvia es, entonces, un argumento con una coleccién conjuntiva
de conclusiones. Vale la pena notar que mi punto no es demasiado controversial: por las
mismas razones que las esbozadas, en los cursos de l6gica elemental se suele dar por
buenas formalizaciones que sélo difieren en el orden en que recuperan las premisas.

Mi segunda respuesta es que a veces usamos argumentos con infinitas de conclusiones,
y en tales casos, es imposible reducir las conclusiones en cuestiébn a una conjuncién
ordinaria—esto es, finita. Lo anterior aplica sobre todo a discursos cientificos o filoséficos.

Por ejemplo, podemos decir cosas como:

(4) Los axiomas de Peano implican las verdades de la matemadtica

(5) Una teoria de la verdad clasica naive implica todas las oraciones del lenguaje.

Nuestra objetora podria responder que en ejemplos de este tipo, la conclusién es una
conjuncién infinitaria. Pero a mi criterio, consideraciones de economia tedrica quitan
plausibilidad a la respuesta. Las conclusiones multiples se expresan usando maquinaria de
teoria de conjuntos. Las conjunciones infinitarias también, y ademds requieren el uso de
oraciones infinitas (entidades sinticticas cuya plausibilidad filoséfica es al menos sospe-
chosa). Asi, a pesar de reducir la cantidad de conclusiones, las conjunciones infinitarias no
contribuyen a economizar recursos expresivos en nuestro metalenguaje. Doy un ejemplo.
Supongamos que queremos formalizar (5). Sea £ nuestro lenguaje, y T una teoria de
la verdad clésica naive formulada en L. Si usamos conclusiones mdltiples conjuntivas,

podemos escribir

TE{p:9cL}
Si usamos conclusiones simples, nos vemos obligados a decir
TENe:9e L}

En ambos casos usamos maquinaria conjuntistica; luego, el uso de conjunciones infinitarias
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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similar a este es sefialado por Shoesmith y Smiley (1978) en su defensa de las conclusiones
multiples disyuntivas. En este sentido, ambos enfoques se encuentran en pie de igualdad.

Mi tercer y tultima respuesta a la partidaria de las conclusiones simples conjuntivas
es que, si las razones que di para admitir conclusiones multiples no la convencen, puede
que tampoco cuente con razones de peso para admitir argumentos con multiples premisas.
Las premisas multiples se interpretan siempre de manera conjuntiva—en donde ‘siempre’
significa en toda ldgica aplicada al razonamiento ordinario de la que he tenido noticia.
Luego, nuestro enfoque somete premisas y conclusiones a la misma interpretacion. De
manera acorde, las razones que respaldan premisas multiples tienden a respaldar conclu-
siones multiples, y viceversa. También los conjuntos de premisas multiples podrian ser
formalizados como premisas tnicas de forma conjuntiva—quizds, infinitaria. Si la objeto-
ra es consecuente, deberfa optar por tal formalizacién. Pero dudo que vea esta alternativa
con agrado.

Otra objecion a mi tesis surge de posturas como la esbozada por Cintula y Paoli (2016).
Los autores asumen una lectura conjuntiva de las conclusiones multiples. Sin embargo,
sostienen que todo argumento en el lenguaje natural tiene una conclusién simple, y que
si parece tener conclusiones multiples, es porque en realidad estamos ante una manera
abreviada de referirnos a una multiplicidad de argumentos distintos. De manera mas
precisa: un secuente de conclusiones miiltiples I' = A no modela un argumento, sino que
denota un conjunto de secuentes de conclusiones simples, {I' = §: 6 € A}, cada uno de
los cuales modela un argumento.

Ahora bien, no encuentro esta propuesta demasiado convincente. Cuando un hablante
emite un argumento que prima facie tiene n conclusiones, en general no es consciente de
estar realizando una cantidad n de argumentos distintos, uno por cada conclusién. Yendo
a casos mas extremos, cuando un hablante emite un argumento con infinitas conclusiones,
en general no es consciente de estar realizando infinitos argumentos—y no es ni siquiera
claro en qué consistiria tener consciencia de tal cosa, si es que es posible dada nuestra

naturaleza finita. Luego, la propuesta de Cintula y Paoli se adectia peor que la nuestra a las

intuiciones pretedricas de los hablantes acerca de lo que hggesneoriisistpsJs Reaplrdaiey |
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supuesto, las intuiciones pretedricas son una fuente de evidencia derrotable—un ejemplo
paradigmatico de esto es la teoria de las descripciones definidas de Russell. Pero para
que las intuiciones pretedricas sean derrotadas, necesitamos razones tedricas de peso en
favor de la propuesta mds contraintuitiva. Y no veo tales razones tedricas en favor de la
propuesta de Cintula y Paoli.

Quizds, mi respuesta a Cintula y Paoli puede despertar cierto recelo. Por un lado,
sugiero que, cuando un hablante emite un argumento con 7 conclusiones, no es aconsejable
atribuirle la emisién de 7 argumentos distintos, cada uno con una sola conclusion. Por otro
lado, sin embargo, esa parece ser la manera en que operan los célculos que ofrezco en la
Seccion 1.2. En los mismos, para probar que un conjunto no vacio A se sigue de otro I,
en primer lugar, brindamos, para cada ¢ en A, una prueba de que ¢ se sigue de I'. Luego,
fusionamos todas las pruebas anteriores por medio de una regla de Merge (S-M o N/-M).
De este modo, una prueba con n conclusiones contiene siempre 7 pruebas distintas, cada
una con una sola conclusion. Si mi réplica a Cintula y Paoli es correcta, parece socavar la
justificacion filoséfica de mis cdlculos: los mismos no modelarian de manera adecuada el
razonamiento de los hablantes.

Mi respuesta es doble. En primer lugar, creo que no debemos confundir las nociones
de ‘argumento’ y ‘prueba’. Los argumentos solo contienen premisas y conclusiones. Las
pruebas contienen premisas, conclusiones, y ademds, las movidas inferenciales en virtud de
las cuales, se supone, las conclusiones reciben apoyo de las premisas. Cuando un hablante
emite un argumento, afirma que algo se sigue de otra cosa. Cuando brinda una prueba, en
cambio, justifica la anterior afirmacion. Mi punto es que argumentos y pruebas podrian
relacionarse con las conclusiones multiples de manera diferente. Bien podria pasar que a
veces usamos argumentos de conclusiones multiples, pero las pruebas de tales argumentos
involucran multiples pruebas de una sola conclusién. Eso no seria un problema. Una cosa
es qué se sigue de qué, y otra es como mostramos que algo se sigue.

En segundo lugar, incluso si obviamos la distincion entre argumentos y pruebas, creo

que la justificacion filoséfica de mis calculos esté fuera de peligro. Es cierto que los mismos

s6lo cuentan con dos reglas para regular el comportamiegpdsohs RS SRS MHRteERy |
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Sin embargo, y como sugeri antes (Sec. 3.1.2), cuando formulamos sistemas de prueba, en
general intentamos reducir al minimo el nimero de reglas primitivas, y la razén tiene poco
que ver con el razonamiento cotidiano. En el caso que nos concierne, tener pocas reglas
de conclusiones multiples tiene al menos dos ventajas. Por un lado, facilita las pruebas
metatedricas. Por otro lado, desde un punto de vista inferencialista, podriamos pensar que
las reglas S-M y RaW (en secuentes) o N'-M y aW (en deduccién natural) establecen
las condiciones para la introduccion y la eliminacién de la coma metatedrica, y de esta
manera, describen el significado de esta expresion. En cualquier caso, nada nos impide
formular otros sistemas, en donde haya més reglas primitivas de conclusiones multiples.
Conclusion. Tenemos buenas razones para admitir que hay conclusiones multiples
conjuntivas en el lenguaje natural, pero no asi para admitir que hay conclusiones multiples
disyuntivas. Todo indica, entonces, que el enfoque disyuntivo postula entidades que no
existen en el lenguaje natural, y lo mismo no ocurre con el enfoque conjuntivo. En la
medida usemos la 16gica para modelar el razonamiento ordinario, lo anterior constituye
un argumento en favor del enfoque conjuntivo con su légica CCL, y en contra del enfoque

disyuntivo, con su sistema MCL.

3.2. Intuiciones sobre (Meta)Validez

Hay cierto acuerdo en que, en los estudios acerca de la validez en general, y acerca
del razonamiento ordinario en particular, una de las fuentes de evidencia con que cuenta
la 16gica estd dada por las intuiciones pretedricas de las hablantes. A veces, esta idea es
defendida de manera explicita, apelando a consideraciones metodolédgicas; Priest (2016,

p. 9), por ejemplo, escribe:?®

In the criterion of adequacy to the data, what counts as data? It is clear enough
what provides the data in the case of an empirical science: observation and
experiment. What plays this role in logic? The answer, I take it, is our intuitions

about the validity or otherwise of vernacular inferences.

8Para mds autores en esta linea, véanse v.g. Hjortland (2017), K@eg@@%g%@ﬁ@ﬁj&fk@%ﬁﬁm L
y Russell (2015))
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Otras veces, es defendida de manera implicita, como cuando McGee (1985) y Kolodny
y MacFarlane (2010) apelan a las intuiciones de las hablantes para sostener la invalidez
del Modus Ponens 'y el Modus Tollens, respectivamente. Desde ya, nuestras intuiciones
son falibles: tenemos una capacidad computacional limitada, consideramos solo casos
particulares, somos susceptibles de sesgos (v.g. Evans, 2005; Hjortland, 2019). Atn asi,
constituyen una de las importantes fuentes de evidencia que se admiten en la disciplina, y
su relevancia se acentiia cuando, como en este Capitulo, lo que nos interesa es la aplicacién
de la 16gica al razonamiento ordinario.

En esta seccidon, entonces, comparamos los enfoques conjuntivo y disyuntivo a las
conclusiones multiples en lo que respecta a su adecuacién a nuestras intuiciones prete-
dricas. Voy a sostener, en particular, que la 16gica CCL modela tales intuiciones mejor
que MCL. Entre otras cosas, MCL declara invdlidos ciertos esquemas metainferencia-
les que nos parecen vélidos. La explicacién de por qué esto ocurre es que, en MCL, la
equivalencia légica falla en ser una genuina relacién de equivalencia.

En general, quienes hacemos filosofia de la 16gica tenemos pocas intuiciones que sean
pretedricas en sentido genuino. El conocimiento acumulado durante nuestra formacion
moldea nuestras creencias acerca de la validez y reacciones frente a argumentos concretos.
La légica cldsica es el sistema predominante—tanto en filosofia, como en ciencia y
computacion—y estamos, por asi decirlo, ‘adoctrinados’ para no protestar ante los rasgos
sorprendentes que pueda tener. Ahora bien, intentemos, por un momento, hacer tabula
rasa de ciertos aspectos especificos de nuestra formacidn, a saber, los que tienen que ver
con el ‘adecuado’ comportamiento de las conclusiones miltiples. Creo que, si hacemos

esto, encontramos que MCL tiene algunas consecuencias bastante contraintuitivas.

Ejemplo 1: {A,B} es l6gicamente equivalente a { A VV B}, jpero también a
{A A B}! ;Cémo puede un mismo conjunto ser 1gicamente equivalente a
dos oraciones que tienen distintas condiciones de verdad—o, dicho de manera

mads precisa, a dos conjuntos que no tienen los mismos modelos??

9Vale mencionar que, dado que A y B son arbitrarias, como caso particular tenemos que {A,—A} es
16gicamente equivalente tanto a {A A = A} como a {A V = A}, es decir, tanto a un conjunto sin modelos

como a uno sin contramodelos. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Ejemplo 2: El conjunto vacio, @, es ldgicamente equivalente a {A,—|A},
ipero no a si mismo! Si un conjunto implica a otro inconsistente (i.e. sin
modelos), ;por qué no implica cualquier cosa, y en particular, por qué no se

autoimplica?

Las anteriores preguntas, por supuesto, tienen respuestas técnicas precisas. Sin embar-
go, esas respuestas presuponen el enfoque disyuntivo a las conclusiones multiples. En el
Ejemplo 1, los conjuntos {A,B} y { A VV B} son I6gicamente equivalentes porque, si bien
no se da que todo modelo de { A V B} es un modelo de { A, B}, si se da que todo modelo
de {A V B} hace verdadera alguna oracién en { A, B}—y esto es todo lo que el enfoque
disyuntivo pide para tener validez. En el Ejemplo 2, @ no es l6gicamente equivalente a
si mismo porque, si bien todo modelo hacer verdaderas a todas sus oraciones—a saber,
ninguna—ningtin modelo hace verdadera a al menos una de ellas. Responder a los contra-
ejemplos intuitivos asumiendo que las conclusiones miultiples se leen de manera disyuntiva
constituye, claro estd, una peticion de principios en favor del enfoque disyuntivo. Lo que
investigamos es, dadas nuestras intuiciones pretedricas como hablantes y, quizds, nuestros
conocimientos adquiridos acerca de la consecuencia 16gica de conclusiones simples, cudl
es el comportamiento intuitivo de la consecuencia ldgica de conclusiones multiples. Y a
mi juicio, MCL se comporta de manera bien distinta a como hubiésemos esperado.
Como quizds la lectora ya advirtid, los ejemplos que di mds arriba presuponen la

siguiente nocién de equivalencia logica:

Definicion 67. Dos conjuntos de oraciones son légicamente equivalentes si y solo si se

implican 16gicamente uno al otro.

La definicion parece mds que plausible, dado que generaliza a conclusiones multiples la
nocion estandar de equivalencia légica entre oraciones, que también se suele entender en
términos de implicacion mutua: A y B son l6gicamente equivalentes si 'y sélo si A implica
By Bimplica A. Sin embargo, quizds un defensor del enfoque disyuntivo podria protestar

en este punto. Su alegato seria mds o menos el que sigue. En conclusiones simples, las

relaciones de ‘tener los mismos modelos’ e ‘implicarse e AdoIREVR AN EGTY L
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‘vienen juntas’, para decirlo en palabras coloquiales. Asi, la definicién de equivalencia
16gica puede formularse en términos tanto de mismidad de modelos como de implicacién
mutua, y arroja los mismos resultados en ambos casos. Pero en conclusiones multiples—
continda la objecion—Ilas relaciones mencionadas se separan: si bien para cualquier par
de conjuntos se da que, si tienen los mismos modelos, se implican el uno al otro, no se
da que, para cualquier para de conjuntos, si se implican uno al otro, entonces tienen los
mismos modelos. Luego, la nocién de equivalencia légica no puede ajustarse a ambas
relaciones a la vez. Debemos elegir. Y acabamos de ver que la Definicién 67, basada en la

implicacién mutua, genera problemas. Entonces, optemos por su alternativa,

Definicion 68. Dos conjuntos de oraciones son l6gicamente equivalentes si y s6lo si tienen

los mismos modelos.

y disolvemos los contraejemplos. Ahora, ni {A,B} y {AV B}, ni @y {A,—~A}, son
l6gicamente equivalentes; ademds @ es equivalente consigo mismo. (jHurra!)

Sin embargo, no considero que la respuesta sea convincente. La razén es simple: segin
el enfoque conjuntivo a las conclusiones multiples, las relaciones de ‘tener los mismos
modelos’ e ‘implicarse mutuamente’ son coextensivas fanto en conclusiones simples, como
en conclusiones multiples; ademas, el enfoque carece de los contragjemplos intuitivos que
aquejan su rival. Entonces, ;por qué pagar el costo que el enfoque disyuntivo nos supone?
(Por qué romper la simetria entre las nociones de equivalencia 16gica en conclusiones
simples y conclusiones multiples, si no es necesario para salvar la evidencia? No veo
respuestas adecuadas en favor del enfoque disyuntivo.

Ahora bien, ;hay algo en comun entre el Ejemplo 1 y el 2? En particular, ;hay alguna
propiedad de MCL que los explique a ambos? Sugiero que la respuesta es afirmativa. Los

dos ejemplos atestiguan que MCL invalida el siguiente principio:

s X A&y
' A

Ax-1

En términos informales, puede leerse: “Si dos cosas son l6gicamente equivalentes a una

tercera, entonces son l6gicamente equivalentes entre si”. La etiqueta ‘Ax-1’" hace referencia

a la clara similitud con el Axioma 1 de Euclides.’®© En @b%ﬂ?bﬂl%lgsﬁsu%i\%%#ﬁw

Pet)

10A saber: “Si dos cosas son iguales a una tercera, son iguales entre si”.
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es {AANB},yZXes{A B}. Enel Ejemplo2, I'y A son ambos @,y X es {A,—A}. En
ambos casos, tenemos contraejemplos a la validez global de Ax-1 en la 16gica MCL.

Considero que Ax-1 expresa una propiedad intuitiva de la relacién de consecuencia,
cualesquiera sean sus relata, es decir, tanto si trabajamos en conclusiones simples como en
conclusiones multiples, tanto si lo hacemos con oraciones como con proposiciones, entre
otras alternativas. Es cierto que la lectora podria no compartir ninguna de mis intuiciones,
esto es, pensar que ni el Ejemplo 1, ni el 2, ni la invalidez de Ax-1 suponen evidencia
intuitiva en contra de MCL. Si ese es el caso, no tengo mucho més para decir—en donde
comienza el disenso de intuiciones, termina mi evidencia. Sin embargo, vale la pena
notar que Ax-1 permite echar luz sobre un importante aspecto en que la légica cldsica de
conclusiones simples, CL se parece a CCL pero no a MCL.

Tanto en CL como en CCL, la relacion de equivalencia logica es una genuina relacion
de equivalencia, es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva. Esto no ocurre, sin embargo,
en MCL: primero, el conjunto vacio @ es no equivalente a si mismo, lo que constituye
una fallo de reflexividad; segundo, si bien { A V B} es equivalente a {A,B},y {A,B} es
equivalente a { A A B}, { AV B} no es equivalente a { A A\ B}, lo que constituye un fallo
de transitividad. Ahora bien, tanto CL como CCL validan Ax-1; de hecho, foda 16gica en
donde la equivalencia légica sea una relacion de equivalencia valida este principio.

Se suele decir que la 16gica clasica es reflexiva, monodtona y transitiva. Sabemos que la
consecuencia légica clésica de conclusiones simples, |=cr., por definicién no es el tipo de
cosa que puede tener estas propiedades, dado que su dominio y codominio no coinciden.
Las relaciones =ccr y =mcL son ambas generalizaciones de |=cr, en el sentido preciso
de que esta dltima es una restriccion de las anteriores; ademds, CCL y MCL tienen
dominios y codominios idénticos, por lo que si son el tipo de cosa que puede satisfacer
reflexividad y transitividad. Ahora bien, CCL es reflexiva y transitiva, mientras que MCL
no lo es. ;Constituye esto una razén para pensar que CCL es ‘mds cldsica’, o quizds ‘mas
parecida a la 16gica cldsica de conclusiones simples’ que MCL? Hasta el momento, habia

guardado silencio sobre la cuestion. Ahora, sugiero una respuesta positiva. La razén es
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que el principio Ax-1, que caracteriza a los sistemas CL y CCL, captura una cierta cuota

de reflexividad y de transitividad.

Hecho 39. Sea = una relacién diddica cualquiera, y sea < la relacién {(x,y) : x =

y &y = x}. Si < valida Ax-1y es serial, = es reflexiva.!!

Demostracion. Supongamos que <> valida Ax-1. Sea x cualquier elemento en el dominio
de =-. Por serialidad, sabemos que hay un y tal que x < y. Luego, en Ax-1 reemplazamos

I'y A por x y X por y, y obtenemos x < x. O

Hecho 40. Sean = y < como en el Hecho 39. Si < satisface Ax-1 y es conmutativa,

entonces = satisface el siguiente principio de transitividad restringido:

I'=X 2= A =T A=2
I'=A

weak-Tr
Demostracion. Si <> es conmutativa, basta con conmutar 2 y A en la segunda premisa de
Ax-1 para obtener la regla

's X L&A
I's A

que implica weak-Tr por la definicién de < . O

En otras palabras, toda l6gica que sea similar a CL en el sentido de que su relacion de
equivalencia l6gica es una relacion de equivalencia, y ademds cumple con dos condiciones
minimas como son la serialidad y conmutatividad de la equivalencia l6gica, satisface
reflexividad y cierta version restringida de transitividad que denominamos weak-Tr—
principios ambos violados por MCL. En este sentido, la reflexividad y transitividad de
CCL hablan de una similitud adicional que este sistema tiene con la légica cldsica de
conclusiones simples, por oposicion a la que tiene la generalizacion basada en el enfoque
disyuntivo.

A modo de cierre. En el debate actual en torno a las metainferencias, encontramos

de vez en cuando la queja de que las metainferencias no juegan ningtn papel—o quizas,

1En términos informales, una relacidn es serial si y sélo si todo elemento en su dominio se relaciona
con al menos un elemento en su codominio.
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s6lo juegan un papel muy secundario—en el razonamiento cotidiano.!? Vale la pena
notar, sin embargo, que los ejemplos intuitivos que presenté en esta seccion tienen todos
por objeto no la validez de ciertas inferencias, sino la de ciertas metainferencias—o en
términos mds precisos, esquemas metainferenciales. En el Ejemplo 1, nos sorprende que
en MCL sean al mismo tiempo validos los esquemas inferenciales {A,B} < {AV B}y
{A,B} < {A A B}, perono asi el esquema { A V B} < {A A B}; es decir, nos choca la
invalidez global del esquema metainferencial

{ABY < {AVB} {AB}e [AANB)
(AVB} = {AAB}

De manera andloga, en el Ejemplo 2 nos choca la invalidez global de

o< {A A}
=X

Como ya mencioné, ambos son casos particulares del principio estructural més general Ax-
1. Por ende, considero que el tipo de evidencia intuitiva que presentamos en esta seccion
respalda, contra la queja mencionada, la idea de que las metainferencias son relevantes

para el razonamiento cotidiano.

12Esta idea suele aparecer en debates hablados. Hasta donde sé, todavia no ha sido volcada de manera
explicita por escrito. Lo mds parecido que encontré por escrito es el descargo de Ripley (2021); el autor
sostiene que las razones que se suelen dar en favor de preservar lo mds Eosible la lééica clasica (v.g. la

‘méxima de la mutilacién minima’ de Quine, 1986) sélo justifican 1{FRRBAZ18R 1R I3SAIBAR VIREEFY L

en esta 16gica, y poco tienen que ver con sus metainferencias.
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4. Ambigiedad Metateorica

Pluralitas non est ponenda sine necessitate

Guillermo de Ockham

En el Capitulo 3 sostuve que el enfoque conjuntivo a las conclusiones multiples es
superior al enfoque disyuntivo a la hora de modelar el razonamiento ordinario. Hasta
ahora, entonces, la motivacion filoséfica que propuse para el enfoque conjuntivo estuvo
circunscrita a una aplicacion particular de la 16gica—todo lo que dije es compatible
con que el enfoque disyuntivo sea mejor que el conjuntivo para otros fines que no sean
modelar el razonamiento. En este Capitulo, esbozo una defensa del enfoque conjuntivo
que no depende de ninguna aplicacién en particular. Sostengo que hay una virtud tedrica
que el enfoque conjuntivo tiene y de la que el disyuntivo carece; se trata de la univocidad
de los términos metatedricos. De manera dual, podemos decir que hay un vicio que aqueja
al enfoque disyuntivo pero no al conjuntivo, a saber, la ambigiiedad. Voy a centrar mi
argumentacion en el sistema MCL, que captura la aplicacion del enfoque disyuntivo a la
16gica clédsica. Sin embargo, la mayoria de mis argumentos—sino todos—se trasladan sin
mayores dificultades a las 16gicas no cldsicas mas comunes.

La idea intuitiva de por qué el sistema MCL tiene una metateoria ambigua es bas-
tante simple. En cualquier enunciado de la forma A1, ..., Ay, EmcL B, -, By, 1a lectura
informal por defecto de la coma ‘,” es conjuntiva o universal a la izquierda del martillo
de implicacidn, y disyuntiva o existencial a la derecha; la razon es que, en caso de que
el enunciado sea verdadero, el hecho de que todas las A; tengan el valor semantico ‘1’
garantiza que alguna B; tenga el valor ‘1’ también. Asi, la coma no es una expresion del
metalenguaje con una lectura tnica: su significado varia de acuerdo al lugar que ocupa en

el enunciado del cual forma parte. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Frente a lo anterior, alguien podria plantear un par de objeciones. La primera sostiene
que estamos ante un tipo no problemdtico de ambigiiedad. La ambigiiedad es problematica
s6lo cuando genera confusiones, y las confusiones tienen lugar s6lo cuando carecemos
de criterios para determinar qué significa una expresion en cada ocasioén de uso. Pero la
metateoria de MCL nos proporciona tales criterios: sabemos que siempre que la coma esté
a la izquierda del martillo, se lee de manera conjuntiva, y siempre que estd a la derecha,
de manera disyuntiva. Eso es todo lo que necesitamos saber para que las confusiones no
ocurran. Asi, la ambigiiedad metatedrica de MCL es inocua.

La segunda objecion va mds lejos, y sostiene que, de hecho, la ambigiiedad de MCL es
eliminable. Si queremos que los términos del metalenguaje sean univocos, basta con, por
ejemplo, reemplazar todas las apariciones de la coma a la derecha del martillo por algtin
simbolo distinto, como podria ser el punto y coma ‘;’. En el metalenguaje resultante, todos
los términos se asocian con una Unica lectura: la coma se entiende de manera conjuntiva,
y el punto y coma de manera disyuntiva. Asi, la aparente ambigiiedad no era mas que una
convencion notacional.

El Capitulo esté estructurado como sigue. En la Seccién 4.1, respondo a la segunda
objecién; sostengo que la ambigiiedad metateérica de MCL es no eliminable. En la
Seccidn 4.2, respondo a la primera; sostengo que, si bien la ambigiiedad metatedrica de
MCL no genera confusiones, es problemadtica en el sentido de indeseable. Por tdltimo,
en la Seccidn 4.3 hago una analogia entre la célebre y malquerida conectiva ToNK y el
comportamiento de la coma metatedrica en MCL; sugiero que, quienes consideren que
TONK €es una expresion ilegitima, tienen buenas razones para pensar que la coma en MCL

es ilegitima también.

4.1. La metateoria de MCL es ambigua

Supongamos que tomamos la metateoria de MCL y reemplazamos todas las comas a
la derecha del martillo de implicacion por un punto y coma. Es apresurado concluir que
la metateoria resultante es no ambigua. La razén es que la relacion E tlene or relata

2-0015135
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conjuntos. Asi, en un enunciado del tipo

3) A1, .., An EmcL At - An

las expresiones A1, ..., A, y A1; ...; Ay son de hecho sinénimas: constituyen dos maneras
alternativas de denotar por extensién uno y el mismo conjunto, a saber, el de las A; tales que
1 <i < n. Podemos denotar este conjunto por compresion, escribiendo {Ai 1< < n},

y reformular (3) como

4 {Ai:1<i<n}pEmcL{Ai:1<i<n}

La pregunta es, ahora, si enunciados como (4) reciben todos una lectura univoca en MCL.
Larespuesta dependerd, en parte, de qué signifique el martillo de implicacién. Por ejemplo,

imaginemos que el martillo admite la siguiente definicién
X E=MmcL Y siy s6lo si x e i son conjuntos

en donde “si y sélo si”” denota al bicondicional material y “ser un conjunto” se predica en
el mismo sentido de x y de y. Entonces, (4) seria no ambiguo. Sin embargo, es claro que
E=mcL no admite la anterior definicién, por el sencillo hecho de que es no trivial.

En esta Seccién, considero dos definiciones informales de la relacién =pcr que
considero plausibles; la primera entiende la validez en términos de preservacion de verdad,
y la segunda en términos de inclusién de contenido. Argumento que ninguna evita la

ambigiiedad en la metateoria de MCL.

4.1.1. Validez como preservacion de verdad

Hoy en dia, el modo mds comun de entender la validez es en términos de preservacion
de verdad formal y necesaria.! En este apartado analizo, entonces, si la metateoria de

MCL es ambigua cuando interpretamos la validez de ese modo.

'Véanse, por ejemplo, Beall et al. (2019, p. 9), Priest (2017, p. 4), Shapiro y Kouri Kissel (2021, p. 33),
Wolfram (2014).
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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En un contexto de premisas multiples y conclusiones simples, una definicion plausible

de validez en términos de preservacion de verdad corre como sigue:

(TrP serpua) El argumento que va de I' a A es valido si y sélo si, siempre que todas las

oraciones en I' son verdaderas, A es verdadera también.

en donde usamos la expresion ‘siempre’ como en la Introduccién (es decir, garantizando
tanto necesidad como formalidad). Ahora bien, la relacién |=pqcy tiene tanto premisas
como conclusiones muiltiples. Ademads, existen relaciones de consecuencia con conclu-
siones multiples pero premisas simples, y también con conclusiones y premisas simples.
(Como damos una definicién general de validez en términos de preservacion de verdad?
Supongamos que = C X X Y es una relacién de consecuencia légica, y no asumamos
nada acerca de X e Y (es decir, no sabemos si contienen oraciones o colecciones de algtin
tipo). Una respuesta razonable es que |= preserva verdad siempre y cuando satisfaga la

siguiente condicién, paratodox € Xey € Y:

(TrP) El argumento que va de x a y es vélido, i.e. x =y, si y s6lo si, siempre que x es

verdadero, i es verdadero también.

Es decir, la preservacion de verdad tiene los mismos relata que la relacion de consecuencia.
La definicion (Tr P sgrpavia) €5 un caso de (‘Tr P), si por convencién asumimos que, cuando
las oraciones de un conjunto son todas verdaderas, el conjunto mismo es verdadero. Por
otro lado, La aplicacién de la definicion (Tr ) a relaciones de consecuencia con premisas

y conclusiones multiples devuelve lo siguiente:

(Tr P sprser) El argumento que vade I a A es vélido si y sélo si, siempre que I es verdadero,

A es verdadero también.

Esto es, un argumento que va de conjuntos a conjuntos es valido si y sélo si preserva
verdad desde el conjunto de premisas al conjunto de conclusiones.

Ahora, sea |= cualquier relacién de consecuencia de premisas y conclusiones miiltiples
que satisface la definicion (Tr P ggrser). Supongamos que en la definicién en cuestion, las

expresiones se leen todas de manera no ambigua; en particular, “‘es verdadero” significa
GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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lo mismo cuando se aplica a I' y cuando se aplica a A. ;En qué sentidos un conjunto de

oraciones I' puede ser verdadero? Saltan a la vista los dos siguientes:
(V) Todas las oraciones en I son verdaderas
(3) Al menos una oracién en I' es verdadera

Es facil comprobar que, tanto si leemos la expresion “es verdadero” en el sentido (V),
como si la leemos en el sentido (3), la definicién (Tr P gzr.sr) implica que |= es reflexiva
y transitiva. Si leemos “es verdadero” en el sentido (V), tenemos una lectura conjuntiva
o universal tanto de las premisas como de las conclusiones, y |= se emparenta, en este
respecto, con CCL. Si en cambio leemos “es verdadero” en el sentido (J), tenemos una
lectura disyuntiva o existencial, y = se emparenta con el sistema que hemos denominado
CL"V (cf. Secci6n 2.2). La relacién EmcL no es ni reflexiva ni transitiva, por lo que
sabemos que no satisface (Tr P gpr.ser) ni en el sentido (V) ni en el (3).

(Acaso Eycer satisface (TrPgerser) en algin sentido? La respuesta es negativa. La
razon es que, cualquiera sea el sentido en que decimos que un conjunto de oraciones es
verdadero, una lectura no ambigua de (TrPsprser) implica reflexividad y transitividad.

Comprobar esto es sencillo. Consideremos cualquier definicion de la forma
(*) Un conjunto de oraciones I" es verdadero si y sélo si

Asumamos que nuestra relacion |= satisface (TrP spr.sgr) bajo la lectura (*). Primero, si
(*) esta bien definida, es imposible que la condicién _____ se cumpla y no se cumpla al
mismo tiempo para un conjunto I'. Asi, cualquier conjunto I' se implica a si mismo, y
= es reflexiva. Segundo, supongamos que I' = A, A = X, y ademds, la condicién _____
se cumple para I'. Por dos aplicaciones de la definicién (Tr P ggrser), sabemos que

— es transitiva.

también se cumple para 2. Asf,
El principio (TrPggrser) constituye una caracterizacion plausible de la preservacion
de verdad con premisas y conclusiones multiples. Dada esta caracterizacion, la 16gica
MCL no logra preservar verdad de manera no ambigua.
Una posible objecion frente a la anterior linea de razonamiento consiste en sefalar que

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Las cosas verdaderas o falsas son oraciones, 0 quizds proposiciones, pero en cualquier
caso no conjuntos. El argumento para mostrar la ambigiiedad de MCL, ; puede dar cuenta
este hecho? Mi respuesta es afirmativa. Si los conjuntos no son el tipo de cosa que puede
ser verdadera o falsa, entonces la validez no ha de explicarse como preservacion de verdad
entre conjuntos, sino como preservacion de alguna otra propiedad que los conjuntos puedan
tener; una tal propiedad es, por ejemplo, la satisfacciéon. Ahora bien, mi argumento no
apel? a atributos especificos de la nocién de ‘verdad’, es decir, en ningtin momento asumi
nada acerca de, por ejemplo, el comportamiento inferencial o la explicacion metafisica
de esta nocion. Luego, el argumento pueden reinstanciarse para mostrar que MCL es
ambigua cuando el estdndar de validez es la preservacion de satisfaccion. Mds en general,
aplica a cualquier interpretacion de la validez como preservacion de alguna propiedad.
En ese sentido, el andlisis realizado en esta seccion es bastante general.

Otra posible objecioén es la siguiente. La definicién (TrP) en general, y su instancia
(Tr P sgrser) en particular, son no razonables, dado que introducen en la nocién de pre-
servacion de verdad una complejidad innecesaria. El hecho de que la 16gica MCL sea
preservadora de verdad significa nada mds, y nada menos, que un argumento es valido
en MCL si y s6lo si, siempre que todas sus premisas son verdaderas, alguna de sus con-
clusiones es verdadera—Ila nocién de preservacion de verdad no requiere ulterior anélisis.
En esta lectura, la metateoria de MCL preserva verdad y es no ambigua: los nombres
de conjuntos siempre tienen la denotacion pretendida, y la predicacion ‘es verdadero’ se
aplica siempre en el mismo sentido (dado que, nétese, s6lo se aplica a oraciones).

Mi respuesta es doble. En primer lugar, considero que no es cierto que la nocién
de ‘preservacion de verdad’ no amerite ulterior andlisis. Existen muchas légicas que, en
sentido intuitivo, preservan verdad; s6lo por mencionar algunas, tenemos la l6gica cldsica
tradicional, es decir de premisas multiples conjuntivas y conclusiones simples (CL), la
légica clésica de premisas y conclusiones simples (cl), la de premisas y conclusiones
miiltiples disyuntivas (CLV"), y la de premisas y conclusiones muiltiples conjuntivas

(CCL). Todos estos sistemas preservan verdad en un mismo sentido, y la definicién (Tr P)

nos permite dar cuenta de eso. Si adoptamos el enfoqgysygs5id81895d8. OBIRSHNESEEY |
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embargo, deberiamos asumir, para cada sistema, una definicion de preservacion de verdad
distinta que se adapte ad hoc al comportamiento estructural que el sistema ostenta. Asi,
dejariamos sin iluminar la nocién de preservacion que se mantiene uniforme en todos.

En segundo lugar, si el hecho de que MCL preserve verdad significa nada més y
nada menos que lo que la objecion sugiere, entonces no entiendo por qué hablamos de
preservacion de verdad en primer lugar. En términos intuitivos, la nocién de ‘preservacion
de verdad’ sugiere que hay dos entidades tales que la primera le ‘transmite’ su verdad a
la segunda, o también, la segunda ‘hereda’ la verdad presente en la primera. Ahora bien,
(cudles serfan esas entidades en el caso de MCL? Argumenté que, si usamos nuestros
términos metatedricos de manera no ambigua, no pueden ser conjuntos, porque no es cierto
que, dado un argumento cualquiera valido en MCL, siempre que el conjunto de premisas
es verdadero, el de conclusiones es verdadero en el mismo sentido. Tampoco puede ser
que la verdad se transmita desde el conjunto de premisas hacia alguna de las conclusiones,
porque por ejemplo, el argumento que vade @ a {p, —p} es véilido en MCL, y si bien las
premisas son siempre verdaderas, no hay ninguna conclusién en particular que siempre lo
sea. Por ultimo, quizds cada conjunto funciona como una abreviatura de una oracién; en
tal caso, las entidades cuya verdad se preserva son oraciones. Pero esta respuesta conduce
a una victoria pirrica para el enfoque disyuntivo, dado que renuncia a la idea de que hay
argumentos con premisas o conclusiones multiples—todos los argumentos tendrian una
Unica premisa, y una unica conclusién (ademads, la respuesta tiene otros inconvenientes
que analizaremos en la Seccidn 4.2).

Concluyo, entonces, que si entendemos la validezen MCL en términos de preservacion
de verdad—o para el caso, de preservacion de alguna propiedad—Ila metateoria del sistema

es ambigua.

4.1.2. Validez como inclusion de contenido

A lo largo de la historia, otra explicacion recurrente de la nocién de validez sostiene

que un argumento es valido si y sélo si el contenido de su conclusion estd incluido en el

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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de sus premisas.? En el contexto de la 16gica cldsica, dos representantes de este enfoque
fueron Carnap (1937/2014) y Popper (1935/2002). Ambos autores definen el contenido
l6gico de una oracion cualquiera por medio de la coleccion de sus consecuencias cldsicas.

Popper, por ejemplo (p. 103), escribe

The logical content [of a given statement] is defined, with the help of the
concept of derivability, as the class of all non-tautological statements which

are derivable from the statement in question.

Es decir, para cualesquiera oraciones A y B, si A implica B en légica cldsica y B es no
tautoldgica, entonces B es parte del contenido de A. Popper incluye el proviso de que
la no-tautologicidad para evitar que las tautologias sean parte del contenido de oraciones
contingentes. Para simplificar la discusion—y porque no hace ninguna diferencia sustancial
a los propdsitos que nos conciernen—omitiré ese proviso. En este apartado, analizo en
lineas generales, si la metateoria MCL es ambigua cuando entendemos la validez como
inclusién de contenido.

En general, el enfoque se plantea para un contexto de premisas multiples y conclusiones

simples. Asi, tenemos la definicién estandar

(Clserrwra) El argumento que va de I' a A es vélido si y sélo si el contenido de A esta

incluidoeneldeT.

Otra vez, la relacion |=MCL tiene conclusiones miiltiples; ademads, existen relaciones de
consecuencia con premisas simples. ;Como damos una definicién general? Supongamos
que = C X x Y es una relacién de consecuencia légica, y otra vez, no asumamos nada

acerca de X e Y. La siguiente respuesta es, a mi juicio, la mds razonable:
(CI) x |=y siy s6lo si el contenido de y estd incluido en el de x

La definicion (Clsprpwmia) €8, claro estd, un caso de (CI). La aplicacion de (CI) a premisas

y conclusiones multiples devuelve

2Para un breve resumen de la historia de este enfoque—que se remonta hasta Aristételes y pasa por Sexto
Empirico y Kant—véase Ferguson (2017, Cap. 1). Para una explicacion del surgimiento de las 16gicas de

inclusion de contenido contemporaneas—que se da en el marco de ]@ﬁgg@é@z_tm%@w% _ﬁm@ﬁ_ﬁFY L

del condicional material—véase Szmuc (2019, Cap. 1)
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(ClIggrser) El argumento que va de I' a A es vilido si y s6lo si el contenido de A estd

incluidoeneldeT.

En lo que sigue, doy dos argumentos independientes para pensar que, si la validez en
MCL es interpretada de esta manera, entonces la metateoria del sistema es ambigua. El
primero es andlogo al razonamiento presentado en el apartado anterior. Sea |= una relacién
de consecuencia 16gica con premisas y conclusiones mdltiples que satisface (Clgppgser)-
En este trabajo, no ofrezco ninguna teoria del contenido en particular. Sin embargo,
considero plausible asumir que, en cualquier teoria del contenido razonable, la inclusién
de contenido es una relacion reflexiva y transitiva: todo contenido x estd incluido en si
mismo, y siempre que un contenido z estd incluido en otro y, € i lo estd en otro x, z estd
incluido en y. Si lo anterior es correcto, entonces, salvo que los nombres de conjuntos
se lean de manera ambigua—i.e. su interpretacion varie segin si estdn a la izquierda o
derecha del martillo de implicacién—Ia relacién |= es reflexiva y transitiva también. De
ahi se sigue que, si la validez en MCL satisface (Clggrs:r), entonces la metateoria del
sistema es ambigua. Para ilustrar el punto, sirve el Ejemplo 1 en la Seccién 3.2: MCL,
interpretada en términos de inclusién de contenido, implicaria que el contenido de {p,q}
estdincluidoenelde p VvV q,yelde p Agenelde {p,q}, peroel contenido de p A g no estd
incluido en el de p V g—Ilo cual es absurdo si los términos mantienen fija su denotacion.

El segundo argumento se basa en las posibles lecturas del conjunto vacio, @. ;Cual es

su contenido? Hay al menos dos alternativas plausibles:

(a) @ tiene un contenido fotal, i.e. para cualquier conjunto de oraciones I', el contenido

de I' estd incluido en el de @

(b) @ tiene un contenido nulo, i.e. para cualquier conjunto de oraciones I, el contenido

de @ estaincluidoenelde T

De hecho, creo que las alternativas plausibles son a lo sumo esas dos. No parece razonable
decir que @ tiene algtn tipo de contenido parcial. ;Qué contenido seria ese? @ deberia
implicar algunas oraciones (aunque no todas), y no hay candidatas obvias. Las tnicas que

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
se me ocurren son las tautologias, pero solemos decir que carecen de contenido. Quizas,
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podemos romper con la ortodoxia y decir que tanto las tautologias como @ tienen algun
tipo de contenido sui generis. Pero la idea me parece bastante aventurada, y no veo una
manera atractiva de hacerla precisa. Por ende, restrinjo mi andlisis a las lecturas (a) y (b).

Volvamos a nuestra relacién |= que, recordemos, satisface (CIgpyspr). Supongamos
que la metateoria de = es no ambigua, es decir, los conjuntos reciben la misma interpreta-
cién cuando sus nombres aparecen a la izquierda y la derecha del martillo de implicacién.
Es claro que, si |= se ajusta a la interpretacion (a) de @, entonces para cualquier conjunto
de oraciones I', @ |=T. Por otra parte, si |= se ajusta a la interpretacién (b), entonces para
cualquier I', I’ ]: @. El sistema CCL se ajusta a una de las dos, a saber la (b)—por eso
decimos que, en CCL, el conjunto vacio funciona como T, o es tautolégico. Pero MCL
no se adecta a ninguna de las dos; por ejemplo, toda oracién contingente ni implica ni
es implicada por @—es decir, @ no funciona ni como T ni como _L, no es tautolégico ni
contradictorio. Luego, MCL, a diferencia de CCL, es incompatible con una lectura no
ambigua—y razonable—del conjunto vacio. Concluimos, otra vez, que MCL es ambigua
cuando interpretamos la validez en términos de inclusién de contenido.

La idea de que la l6gica clasica puede en alguna de sus presentaciones modelar la
inclusion de contenido carece de popularidad hoy en dia. La principal razén es que
sobregenera inferencias validas. Un ejemplo tipico es la regla de adicion, que a partir
de una férmula A permite concluir A V B, para cualquier B. Pero B podria introducir
un nuevo tema de conversacion, que no tenga nada que ver con el de A; luego, no
parece sensato afirmar que, en general, el contenido de A V B estd incluido en el de A.

Parry (1968, p. 151) expresa el punto de manera colorida,

If a system contains the assertion that two points determine a straight line,
does the theorem necessarily follow that either two points determine a straight
line or the moon is made of green cheese? No, for the system may contain no

terms from which ‘moon,’ etc., can be defined.

En consecuencia, la mayoria de las 16gicas de la inclusién de contenido que se han estudiado

en las dltimas décadas son no clasicas.? Esto podria, quizds, constituir una objecién, no

3Véanse, por ejemplo, Ackermann (1956), Brady (1996), Fergugp(g@?ﬁ‘,qg@@@@‘a‘lﬂ BA:H MMFY L
y Szmuc (2021).
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tanto contra la solidez de la argumentacion que esbocé antes, sino contra su relevancia. La
idea es que, para empezar, la 16gica MCL no era una candidata plausible para modelar
la inclusién de contenido; luego, mostrar que no puede hacerlo de manera no ambigua no
aporta nada demasiado nuevo o desafiante.

Sin embargo, mi argumento para mostrar la ambigiiedad de MCL no apel6 a ninguna
de las caracteristicas distintivas que el sistema tiene por ser cldsico. Por el contrario,
s6lo usé rasgos—como su no reflexividad y no transitividad—que se explican por el
hecho de que el sistema induce una lectura conjuntiva de las premisas, pero disyuntiva de
las conclusiones. Por esa razén, lo dicho en esta seccidn tiene relevancia filoséfica para
defender al enfoque conjuntivo en un amplio rango de l6gicas no cldsicas; en particular, en
todas aquellas que pretendan modelar la validez como inclusién de contenido, y admitan

conclusiones multiples.

4.2. Por qué importa evitar la ambigiiedad

Si mi argumentacion hasta ahora resulté convincente, tenemos buenas razones para
pensar que la metateoria de MCL es ambigua.* La ambigiiedad en cuestion no se reduce al
hecho de que las comas signifiquen una cosa a la izquierda y otra a la derecha del martillo
de implicacién—tal fendmeno seria en efecto eliminable reemplazando todas las comas
a uno u otro lado con algin simbolo alternativo. La ambigiiedad radica en que los relata
de la relacién de consecuencia, esto es, los conjuntos, reciben interpretaciones filoséficas
distintas dependiendo de qué lugar ocupen en el enunciado metatedrico. En particular,
cuando la validez se explica en términos de preservacion de verdad (o satisfaccion), las
condiciones bajo las cuales un conjunto se considera ‘verdadero’ (‘satisfecho’) varian a la
izquierda y a la derecha del martillo—exigen la verdad de fodas las oraciones a laizquierda,
y la verdad de al menos una a la derecha. Cuando la validez se explica en términos de

inclusién de contenido, el contenido de ciertos conjuntos varia—@ se comporta como Si

“En la Sec. 4.1 consideré dos posibles maneras de entender la validez: como preservacion de verdad y
como inclusién de contenido. Una posible objecion es que mi indagacién no fue exhaustiva; en particular,
no dije nada acerca del inferencialismo, y su explicacion de la validez en términos de existencia de pruebas.

Abhora bien, creo que la postura inferencialista recibe un andlisis adealaddQ3206:E51 380n 4BADM EHiF Y L

TONK. Alli, sostengo que la coma metatedrica de MCL y Tonk son ambiguas en un sentido parecido.
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careciera de contenido cuando estd a la izquierda, y como si tuviera contenido total cuando
estd a la derecha. Este tipo de ambigiiedad no es eliminable por medio de convenciones
notacionales razonables.

La primera objecién que mencioné en este Capitulo sostiene, recordemos, que la
clase de ambigiiedad que MCL ostenta es no problematica, porque no genera confusio-
nes. Ahora, la objecién puede ser resistida. Quien defiende el enfoque disyuntivo debe
dar una explicacion de la validez. Si entiende la validez como preservacion de verdad
(o satisfaccion) entre conjuntos, deberia estar en condiciones de responder qué significa
que un conjunto de oraciones es verdadero (o satisfecho), y su respuesta no deberia estar
condicionada por qué lugar ocupa el nombre del conjunto en el enunciado del cual forma
parte. De manera anéloga, si entiende la validez en términos de inclusién de contenido,
deberia estar en condiciones de responder cudl es el contenido de cualquier conjunto dado,
y en particular, el del conjunto vacio; otra vez, esperamos que su respuesta no dependa de
factores sintédcticos. Creo, por tanto, que el enfoque disyuntivo estd en apuros. Contra lo
que la objecion sugiere, las confusiones no son el Gnico inconveniente que la ambigiiedad
puede generar. En este caso, la ambigiiedad es problemadtica porque hace que nuestra visién
acerca de cierto fendmeno (v.g. las condiciones de verdad de un conjunto, o su contenido)
varie con arreglo a factores que nos parecen irrelevantes para el fendmeno en cuestion (la
posicidn sintdctica que el conjunto ocupa).

En este punto, se me ocurren tres estrategias que podria adoptar quien defiende el
enfoque disyuntivo. Algunas ya fueron mencionadas al pasar, cuando evaluamos si la
ambigiliedad metateérica de MCL es eliminable. Las presento y analizo en orden.

La primera consiste, a grandes rasgos, en sacrificar ciertos modos usuales de hablar
acercade la validez. Quien antes decia que MCL preserva verdad (o satisfaccion), admitiria
ahora haber sido imprecisx. Dado un argumento cualquiera valido en MCL, no hay dos
entidades tales que la verdad (o satisfaccion) se preserva de una a la otra; todo lo que
tenemos es que siempre que las premisas son todas verdaderas (o satisfechas), alguna

conclusién lo es. Quien antes decia que MCL (o cualquier sistema no cldsico que induzca

una lectura disyuntiva de las conclusiones) caracteriza la éﬁlﬁ&ﬁl&ﬁ%&%‘@lﬁ‘&a@w%@w L
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haber sido imprecisx también. MCL (o el sistema de interés) caracteriza la inclusién de
contenido a lo sumo en un subconjunto reducido de sus argumentos validos—quizas,
aquellos que tienen una sola conclusion.

La ventaja de esta respuesta es que permite que la metateoria de MCL sea no ambigua.
Podriamos decir, por ejemplo, que un conjunto de oraciones siempre es verdadero (o
satisfecho) bajo las mismas condiciones, y eso no seria problemético porque la validez no
estaria caracterizada en términos de preservacion de verdad (o satisfaccion). Podriamos
también decir, por ejemplo, que el conjunto vacio siempre tiene un contenido nulo, y esto
no seria problematico tampoco, porque la validez no estaria caracterizada como inclusién
de contenido. Las desventajas de la respuesta son, en primer lugar, su costo en términos
de revision tedrica (parecia que los argumentos vélidos preservan verdad, pero jestdbamos
equivocados!); en segundo lugar, la reduccién en el rango de aplicacién de las l6gicas
de conclusiones multiples (ninguna puede proporcionar una caracterizacién completa y
correcta de la inclusion de contenido entre conjuntos).

La segunda estrategia consiste en sacrificar la idea de que, cuando trabajamos con lo
que se denominan ‘conclusiones multiples’, los relata de la relacién de consecuencia son
conjuntos. Quien defiende el enfoque disyuntivo diria, en cambio, que cada nombre de
conjunto funciona como abreviatura de una oracién, quizas infinita. Un posible esquema
de desabreviacion seria el siguiente: si el conjunto es no vacio, entonces, si estd a la
izquierda del martillo, denota la conjuncién de sus oraciones, y si estd a la derecha, su
disyuncion; si el conjunto es vacio, entonces, si estd a la izquierda del martillo denota
T,y siestd aladerecha, L. Asi, la relacién de consecuencia irfa, en sentido estricto, de
oraciones a oraciones.

La ventajas de esta respuesta son dos. Primero, que la metateoria de MCL seria
no ambigua en su version desabreviada. Segundo, que MCL seria candidata a preservar
verdad, y quizds, alguna l6gica de ‘conclusiones multiples’ podria caracterizar la inclusién
de contenido. Las desventajas, sin embargo, son abrumadoras. Por empezar—y como ya

mencioné en el apartado 4.1.1—quien defiende el enfoque disyuntivo estaria renunciando

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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a la idea misma de que hay argumentos con premisas o conclusiones multiples.. Ademas,
al sostener que los nombres de conjuntos no son mds que abreviaturas, estaria defendiendo
una interpretacion no literal del vocabulario utilizado en la practica comun de la Ldgica;
e postulado de una tal interpretacidn requiere una justificacién independiente, para no ser
objetado por ad hoc. Tercero y ultimo, incluso si hubiera razones independientes para la
interpretacion no literal propuesta, queda el hecho de que, en MCL, los conjuntos son
abreviaturas ambiguas (si bien no confundentes); por un principio de economia, cualquier
teorfa alternativa a MCL en donde los conjuntos sean abreviaturas no ambiguas es, ceteris
paribus, preferible—y claro estd, CCL es una tal teorfa.

La tercera y dltima estrategia consiste en buscar una justificacion filoséfica para la am-
bigiiedad. Por ejemplo, quien defiende el enfoque disyuntivo podria buscar evidencia para
sostener que cuando afirmamos un conjunto en cuanto premisa de nuestro argumento, nos
comprometemos con que todas sus oraciones son verdaderas, pero cuando lo afirmamos
en cuanto conclusion, nos comprometemos s6lo con que alguna lo es. También, podria
sostener que, por alguna razén, el contenido informativo de ciertos conjuntos varia de-
pendiendo de su contexto de aparicion en el discurso; asi, por ejemplo, @ tiene contenido
nulo cuando estd a la izquierda del martillo, pero total cuando estd a la derecha.

En caso de ser exitosa, esta estrategia es, creo yo, la mejor de las tres. Sin embargo,
no veo ninguna manera obvia de llevarla a cabo. Queda para quienes defienden el enfoque
disyuntivo analizar si es viable.

A modo de resumen y conclusidn. Sostuve que la ambigiiedad en la metateoria de
MCL es problemitica, porque implica que ciertas propiedades de los conjuntos (a saber,
su contenido o condiciones de verdad) se ven afectadas por un factor prima facie arbitrario
(la posicién sintdctica de sus nombres). Consideré tres estrategias que, en respuesta a
este problema, puede asumir quien defiende el enfoque disyuntivo. Las primeras dos
estrategias son fdciles de llevar a cabo, pero bastante (sino muy) costosas. El desafio que
suponen es el de mostrar en qué sentido el enfoque disyuntivo es preferible al conjuntivo,

como para justificar tales costos. La dltima estrategia no es tan costosa, pero en cambio

5Notese que, para hacerlo de manera justificada, debe respon&@_l%ﬁ%issﬁé%%’z _abm)g #HEFYL

razones que suelen motivar la admision de tales argumentos (cf. Sec:
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dificil de realizar. El desafio que supone es el de encontrar razones convincentes para
pensar que la posicion sintdctica de los nombres de conjuntos es—contra las primeras

apariencias—relevante para las propiedades que esos conjuntos puedan ostentar.

4.3. ;Un TONK estructural?

A continuacién, presento una analogia que, en lo personal, me parece iluminadora.
Comparo la célebre y malquerida conectiva ToNK, por un lado, y la coma metainferencial
de MCL, por otro. Sugiero que, quienes se alinean con la ortodoxia y consideran que
TONK €S una expresion ilegitima, tienen buenas razones para pensar que la coma en MCL
es ilegitima también.

El inferencialismo logico es, de manera sucinta, la tesis de que el significado de las
constantes 16gicas estd determinado por las reglas que gobiernan su uso.® Prior (1960)
ofrece ToNK como contraejemplo a la tesis; la conectiva estd gobernada por el siguiente

par de reglas, en donde I~ denota la relacion de deducibilidad:

(tonk-I) A+ A-toNk-B (tonk-E) A-toNk-BF B
La idea es que fonk no es una constante 1dgica legitima, o en otras palabras, carece de
significado. El motivo es que trivializa cualquier sistema transitivo que tenga al menos un

teorema, digamos, ‘A’, gracias a la siguiente derivacion

A
TONK-I -
A-TONK-B
TONK—E T

La moraleja seria que, contra lo que el inferencialismo l6gico podia suponer, no todo par de
reglas de introduccién y eliminacién determinan una expresion légica legitima. Luego de
Prior, maltiples simpatizantes del inferencialismo intentaron especificar las condiciones
necesarias y suficientes bajo las cuales un par de reglas de hecho determinan una conectiva.

Consideremos, ahora, la coma metatedrica en MCL. Como es claro, sirve para agregar
premisas o conclusiones. Ahora bien, las premisas y conclusiones de un argumento en

MCL son siempre conjuntos; por ejemplo, el enunciado metateérico p =mcr p dice

%Para una introduccion critica al inferencialismo en general, y %Dﬁ@&%ﬁﬂ%@ﬁggﬁé%%ﬂiFYL

véase Murzi y Steinberger (2017).
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que el conjunto {p} se autoimplica. Luego, una manera razonable de entender la coma
es como denotando la operacién de unién entre conjuntos. Asi, leemos el enunciado
p,q9 EmcL p como diciendo que el conjunto {p} U {q}, idéntico a {p,q}, implica {p}.
Para lo que sigue, es importante tener presente que la unién de cualquier conjunto con
el vacio devuelve el mismo conjunto; por ende, el anterior enunciado también nos dice
que {p,q} U @ implica {p} U @. Creo que una metéfora util consiste en pensar que el
comportamiento de la coma describe lo que podriamos denominar la /6gica de 1a operacién
de unién: nos dice qué uniones entre conjuntos se siguen unas de otras.”

La primer semejanza manifiesta entre ToNK y la coma en MCL radica en su comporta-
miento inferencial. Es usual decir que ToNk se introduce como una disyuncién y se elimina
como una conjuncion, y las razén salta a la vista con sélo ojear sus reglas. De manera ané-
loga, los conjuntos en MCL se leen de manera disyuntiva del lado de las conclusiones—es
decir, en donde aparece la conectiva relevante en toda regla de introducciéon—y de manera
conjuntiva del lado de las premisas—en donde aparece la conectiva relevante en toda regla
de eliminacién. De hecho, si representamos el comportamiento de la coma en MCL de

manera grafica, vemos que es similar al de Tonk:

(U-np I'ET,A (U-E) T, AFA

Por supuesto, no podemos decir que Tonk y la coma en MCL sean meras variantes
notacionales una de la otra, porque TONK pertenece al lenguaje objeto y la coma no.
Sin embargo, es claro que la Iégica que regula ambas expresiones es, en algin sentido, la
misma. En este punto, cobra relevancia el hecho de que, como mencioné en la Introduccién,
la adicién de un principio de transitividad irrestricta a MCL trivializa el sistema. En efecto,
es facil ver que tanto TONK como una coma metatedrica que respete U-1 'y U-E trivializan
sistemas transitivos.

Contra lo anterior, alguien podria objetar que, de hecho, los comportamientos de
ToNK y la coma en MCL difieren. El motivo es que la coma representa la unién entre

conjuntos, y por ende, respeta las propiedades que la teoria de conjuntos le impone. En

7Prima facie, otra opcion para interpretar la coma es entenderla como el simbolo de puntuacién usado al
definir conjuntos por extension. Pero creo que esta opcion no es conveniente, al menos cuando consideramos

esquemas: dado el enunciado I', A |= B, lo que queremos decir es que B <2022:004 513§0+ L BADMEAFFY L
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particular, la coma es conmutativa ({A} U{B} y {B} U {A} son el mismo conjunto),
mientras que TONK no lo es, o al menos no por definicién (A-ToNk-B y B-TONK-A son
oraciones distintas, y las reglas de Tonk no dictaminan la equivalencia de ambas). Luego,
los comportamientos inferenciales de ToNk y la coma no son idénticos, después de todo.

Sin embargo, creo que la desemejanza sefialada no tiene relevancia alguna para el
problema filoséfico que nos concierne, y por ende, no afecta mi analogia. Por otra parte,
si la desemejanza resultara ser por algiin motivo relevante, podriamos enseguida definir

una conectiva TONCK con las siguientes reglas:

(tonck-I) A F A-tonck-B (tonck-E) A-toNck-BF A
A F B-toNnck-A B-ToNnck-AF A

y usarla en lugar de ToNK para nuestra analogia—ndtese que TONCK €s N0 menos pro-
blemadtica que ToNK, dado que también trivializa todo sistema transitivo que contenga al
menos un teorema. A efectos de mantener la discusion simple, en lo que sigue contintio
hablando de Tonk tal como la formul6 Prior, y no su prima conmutativa.

La segunda semejanza entre TONK y la coma en MCL radica en ciertas ‘curas’ que se
han encontrado para su mal comportamiento. Por un lado, ha habido intentos de encon-
trar 16gicas en las que ToNk pueda ser admitida como conectiva legitima. Por ejemplo,
Cook (2005) define, siguiendo una sugerencia hecha al pasar por Belnap, una légica no
transitiva en donde ToNk puede ser agregada sin trivialidad y de manera conservativa.®°
Luego, Fjellstad (2015) argumenta que una légica adecuada para tonk debe ser no sélo
no transitiva, sino también no reflexiva. La razén es que, en un célculo de secuentes que

satisface reflexividad, las reglas plausibles para tonk no logran determinar una conectiva

8Sean L1y L, dos lenguajes tales que £ expande £1. Un sistema S, formulado en £, es una extension
conservativa de otro sistema Sq formulado en £4 si y sélo si (i) todo argumento vdlido en Sq es vélido en
S», y (ii) todo argumento vélido en S pero no en S contiene expresiones perteneciente £ pero no a L.

9Los detalles de la 16gica de Cook no necesitan detenernos. En esencia, se trata de un sistema cuatri-
valuado definido sobre las matrices de FDE (véase Priest, 2008, p. 142), en donde un argumento es valido
si y s6lo si se cumple alguna de estas dos condiciones: (a) que para toda interpretacion, si las premisas son
todas verdaderas (i.e. reciben valor 1 o b) entonces la conclusion es verdadera también; (b) que para toda
interpretacion, si la conclusion es no verdadera (i.e. recibe 0 o 77) entonces alguna premisa es no verdadera
también.
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unica.!’®>11 Pero si una conectiva no estd determinada por sus reglas de manera tnica,
entonces no podemos decir que hemos definido /a conectiva en cuestion, sino, a lo sumo,
una coleccion de conectivas, a saber, la de todas las que satisfacen esas reglas. Fjellstad
ofrece una ldogica no transitiva y no reflexiva en donde Tonk también puede ser agre-
gada de manera conservativa.'? Por otro lado, la coma metateérica en MCL suele ser
considerada legitima sin mayores reparos. Desde que Gentzen introdujo las conclusiones
multiples, poco o nada se debatié el comportamiento de la coma en lo que respecta a su
coherencia filosé6fica. (Las pocas discusiones que hubo se centraron, en cambio, en si hay
0 no argumentos con conclusiones multiples en el lenguaje natural.) Sin embargo, creo
que la coma en MCL tiene un comportamiento al menos tan patolégico como ToNK, dado
que también trivializa sistemas transitivos. Y lo que me interesa destacar es que, de hecho,
Gentzen y toda la ortodoxia posterior mitigan el comportamiento patolégico de la coma
en MCL por medios andlogos a los que se nos recomienda para TONK, a saber, asumiendo
que la relacién de consecuencia es no transitiva y no reflexiva. En ese sentido, ambos
males son tratados con el mismo remedio.

Quizds, alguien podria objetar, otra vez, que hay diferencias entre la coma en MCL y
TONK. Las reglas de Tonk (si bien quizds no la conectiva misma, si a tal efecto exigimos
unicidad) son admisibles sin trivialidad en un célculo reflexivo pero no transitivo. En

cambio, las reglas para la coma en MCL son patoldgicas en un sentido distinto, porque

10Digo reglas ‘plausibles’ porque, claro estd, no se trata de las reglas ToNnk-I y ToNk-E, que son de
deduccién natural. Las reglas que usa Fjellstad son

AT =A I'=AA
Bronk- AT = A - TONK T= A Atong.B NTONK

Dada una conectiva % y una relacién de deducibilidad -, decimos que las reglas de * determinan la
conectiva de manera iinica en F si y s6lo si, para cualquier conectiva o cuyas reglas sean de forma idéntica
a las de x se cumple que

(@) T,%x(Aq,...,An)FAsiysolosiT,o(Ay,...,An)E Ay

() TEA*(Aq,...,Ay) siysélosiT FA,0(Aq,..., Ay)
es decir, x y o cumplen el mismo rol inferencial: son equivalentes en tanto premisa, y también en tanto
conclusidn.

120tra vez, los detalles técnicos son secundarios para nuestra discusién. Fjellstad se basa en las va-
luaciones duales de Humberstone (1988). Define una interpretacién como un par (vp,vp> en donde vy, y
v son valuaciones cldsicas, y se cumplen las siguientes condiciones: (i) para toda variable proposicional
p. vp(p) = ve(p). (i) vc(A-ToNk-B) = 1 siy slo si v.(A) =1, y (iii) vp(A-ToNk-B) = 1 si y s6lo si
Up (B) = 1. Un argumento es valido si y s6lo si, para toda interpretacion, si todas las premisas son verdaderas
segln vp, la conclusion es verdadera segtin ve.

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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trivializan todo sistema transitivo o reflexivo. Este diferente tipo de patologicidad romperia
la analogfa entre las dos expresiones.

Mi primer respuesta es que, si la objecion estuviera en lo cierto, entonces tanto peor
para el enfoque disyuntivo. El punto de mi analogia es mostrar que la coma en MCL se
asemeja en algunos importantes respectos a TONK; bajo el supuesto de que Tonk es en algtin
sentido ilegitima, de ahi me permito inferir que la coma en MCL es ilegitima también.
Ahora, si ademds de su semejanza con TONK, la coma en MCL exhibe rasgos patoldgicos
adicionales, eso no hace mds que reforzar el objetivo de mi argumento. La carga de la
prueba es cada vez mds pesada para el enfoque disyuntivo. Mi segunda respuesta—quizas
de menor relevancia dialéctica, aunque mds interés filoséfico—es que hay un importante

sentido en que la analogia queda intacta. Para empezar, consideremos la siguiente nocion:

Definicién 69. Sea = una relacién de consecuencia en P (L), y * una operacién diddica
sobre conjuntos. Decimos que = es I'-x-trivial si y sélo si, para todo conjunto (quizas

vacio) de oraciones A, sedaque AxI'=Ty I = T'xA.

Como MCL valida monotonia tanto izquierda como derecha, es trivial corroborar (valga
la polisemia) que la l6gica es I'-U-trivial para todo conjunto de oraciones I' salvo el vacio.
La tnica instancia de reflexividad que falta en MCL es @ = @. Dado cualquier cdlculo
para MCL en donde las reglas de monotonia sean derivables, el agregado de esa instancia
hace que el sistema sea I'-U-trivial para todo conjunto I'—es decir, trivial a secas. Ahora

consideremos la siguiente nocién:

Definicién 70. Sea = una relacién de consecuencia en P (L), y o una conectiva diddica
en L. Decimos que = es A-o-trivial siy s6lo si, para toda oraciéon B, sedaque A = Ao B

yAoB= A.

El punto de mi respuesta es que la logica reflexiva de Cook es A-Tonk-trivial, para toda
oracion A. Asi, hay un sentido relevante de trivialidad que la coma en MCL y ToNK com-
parten. La idea intuitiva es que, en presencia de reflexividad, ambas expresiones pueden
adosarse ad libitum a (las entidades del tipo adecuado en) las premisas y conclusiones de

GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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consecuencias de este fendmeno son distintas en un caso y en otro. La coma de MCL se
aplica sobre conjuntos; como el sistema es mondtono, y uno de los conjuntos admisibles
es el vacio, la trivialidad sui generis descrita colapsa con la temida trivialidad ordinaria.
En cambio, ToNk sélo se aplica sobre oraciones, por lo que, en ausencia de transitividad, la
trivialidad ordinaria puede ser evitada. A pesar de lo anterior, creo que, a nivel estructural,
las dos expresiones manifiestan un comportamiento andlogo.!3

La tercer y ultima conexion que quiero trazar entre la coma en MCL y TonNk tiene que
ver con los posibles ‘diagndsticos’ de por qué estas expresiones son patolégicas. Belnap
(1962) ofrece una de las explicaciones mas aceptadas de la patologicidad de Tonk. El

autor comienza,

It seems to me that the key to a solution lies in observing that (...) we are not
defining our connectives ab initio, but rather in terms of an antecedently given

context of deducibility, concerning which we have some definite notions.

La idea es que cuando definimos una conectiva nueva, asumimos un cierto ‘contexto de
deducibilidad’, que incluye, al menos, las propiedades estructurales de nuestra relacion
de consecuencia.* Asi, por ejemplo, cuando Prior define Tonk asume que la relaciéon
de consecuencia es transitiva—supuesto que habilita su resultado de trivialidad. Belnap
sugiere que un requisito necesario para que una conectiva sea legitima es que sea con-
servativa respecto del contexto de deducibilidad en que se inserta.'> TONK, por supuesto,
viola este requisito en contextos transitivos, y eso explica por qué, en tales contextos, es
ilegitima. Ahora bien, podemos contar una historia parecida en lo que toca a la coma en
MCL. Sea = cualquier relaciéon de consecuencia de premisas y conclusiones simples.
Asumamos que = es transitiva y no trivial—este es nuestro contexto de deducibilidad.

Ahora, imaginemos que extendemos = a premisas y conclusiones multiples. Sabemos

3Es cierto que es posible definir, semanticamente, sistemas no transitivos pero reflexivos que no son
A-ToNk-triviales para toda oracién A (véase, v.g. Fjellstad, 2015, p. 5). Sin embargo, sistemas andlogos
no existen para la conectiva Tonk*. Como mi objetivo es emparentar la coma metateérica de MCL con el
fenomeno TONK, antes que con la conectiva tal como la define Prior, creo que mi analogia queda intacta.

“4Como sefialan Dicher y Paoli (2018), no es del todo claro qué incluye exactamente el contexto de
deducibilidad segtin Belnap. Humberstone (2011, p. 538) entiende que sélo las propiedades estructurales;
Garson (2001), que todos los principios 16gicos con los que estamos comprometidos en el fragmento del

lenguaje sin la conectiva nueva a definir. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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que si la coma ‘,” metatedrica satisface los principios U-I y U-E, la extension es trivial,
y por ende no conservativa. Asumiendo un criterio andlogo al de Belnap, concluimos
que cualquier coma metatedrica que satisfaga los principios U-I 'y U-E es una expresion
ilegitima en contextos transitivos.

Otra manera de explicar la patologicidad de Tonk consiste en decir que, en algin
sentido, sus reglas carecen de armonia. Gentzen sugirid, en su trabajo seminal en deduccién
natural (1934-35), que la regla de introduccién de una conectiva constituye algo asi como
su ‘definicién’, dado que nos dice cudndo una oracién con esa conectiva como constante
principal puede ser afirmada. La regla de eliminacion, en cambio, se adectia a lo que es
legitimo inferir de la oracién en cuestion, dadas las condiciones que laregla de introduccién
impone. Prawitz (1965/2006) desarroll esta idea y propuso lo que hoy se conoce como

principio de inversion:

PI. Sea « una aplicacién de una regla de eliminacién que tiene B como consecuencia. A
partir de las deducciones que permiten obtener las premisas de «, debe ser posible obtener

una deduccion de B en donde se omite «

(Adapté la formulaciéon de Prawitz para facilitar la lectura.) En términos informales, el
principio dice que una buena regla de eliminacion es redundante: no agrega nada a lo que
ya sabiamos si obtuvimos sus premisas por medio de reglas de introduccién. Es inmediato
ver que ToNK viola PI: sus reglas nos permiten concluir a partir de A-ToNk-B mds de lo
que no nos exigen para inferir esa misma expresion; en particular, nos permiten concluir
B, cuando s6lo nos exigen A. Y otra vez, podemos hacer un punto andlogo respecto de
MCL. El sistema nos permite concluir, a partir de { A} U {B}, mds de lo que nos exige
para inferir ese mismo conjunto; en particular, nos permite concluir {B}, cuando s6lo no
exige { A}. Podemos decir, asi, que la ‘l6gica de la unién’ en MCL es ilegitima.
Quizds, una posible respuesta es que mi analogia es errada, porque confunde niveles
de lenguaje que han de permanecer separados. Los criterios inferencialistas de conser-

vatividad e inversion fueron pensados para constantes l6gicas del lenguaje objeto, i.e. el

16Consideré dos explicaciones de por qué Tonk es ilegitima. La primera, de Belnap, sélo concluye que

TONK es ilegitima en contextos transitivos; de manera correspondiente, s6lo nos habilita a afirmar, por
IDJMQ%EFYL

9

analogia, que la coma en MCL es ilegitima en tales contextos. La e@%&@%@ﬁ%&%@ﬁ@%

habla de legitimidad a secas; por eso, en este parrafo, le atribuyo a MCL ilegitimidad sin mas.
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lenguaje sobre el cual teorizamos, a cuyas expresiones les queremos dar una semantica, y
que solemos usar para modelar el comportamiento de (ciertos fragmentos de) las lenguas
verniculas. Las comas de MCL, en cambio, estdn en el metalenguaje; son un mero acce-
sorio tedrico, util para el estudio del lenguaje objeto, pero cuyo significado no nos interesa
y que, de hecho, puede no tener ningln correlato interesante en las lenguas habladas.
Luego, imponer los requisitos inferencialistas a las comas de MCL esta fuera de lugar.
La respuesta suena intrépida, pero no me convence. El inferencialismo 16gico es una
tesis sobre el significado de las expresiones [6gicas. Ahora, las expresiones logicas no se
encuentran s6lo en los lenguajes objeto de nuestras teorias; todo lo contrario, proliferan
en nuestro uso del lenguaje cotidiano, en nuestros discursos cientificos, y también—el
punto clave—en nuestras reflexiones metatedricas. Luego, el hecho de que la coma de no
sea parte del lenguaje objeto no es, por si mismo, razén suficiente para pensar que no es
una expresion légica. Ademads, creo que hay razones independientes para pensar que de
hecho lo es. En mi vision, el comportamiento de la coma metatedrica nos informa qué
uniones de conjuntos se siguen unas de otras. Esa informacion es relevante, sino incluso
esencial, en un estudio de la validez de conclusiones multiples. Mds atin, no hay consenso
acerca de cual es el comportamiento adecuado de la coma. Por un lado, diversas 16gicas
subestructurales repudian algunas de las propiedades que la coma satisfacen en la légica
clésica. Por otro lado, en este trabajo sostuve que, incluso dentro del paradigma clésico,
no hay una tnica manera razonable en que la coma puede ser ser definida. Todo eso
constituye, a mi juicio, evidencia en favor de que el comportamiento de la coma si es un
aspecto relevante de una teoria 16gica, acerca del cual vale la pena argumentar, y cuya
coherencia interna (para no abusar de la nocion de ‘legitimidad’) vale la pena analizar.
Concluyo esta seccidn con la idea a la cual, segin anuncié, apuntaba toda la analogia,
y es que quienes piensan que TONK es una conectiva ilegitima en alguna medida o sentido,
tienen buenas razones para pensar que la coma (o si se quiere, o el comportamiento
conjuntistico, o la operacién de unién) de MCL es ilegitima también, en una medida y en

un sentido bastante similares.
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Coda: Categoricidad

Para terminar la parte expositiva de la Tesis, dedico unas p4ginas a una posible objecién
por parte de quienes defienden el enfoque disyuntivo. Carnap (1943) introduce en la
literatura lo que se conoce como el problema de la categoricidad. En pocas palabras,
consiste en que las valideces de la l6gica cldsica de conclusiones simples no logran
determinar de manera univoca las tablas de verdad de las conectivas estdndar. El fenémeno

afecta, en particular, a la disyuncion y la negacion. Sus tablas son

A|B|AVB
1)1 Al-A
1]o0] 1 1] 0
ol1] 1 01
olo] o

La validez clasica se define como preservacion de ‘verdad’ o valor 1. Consideremos
primero la disyuncién. Las valideces A+ AV B,y B+ AV B, nos permiten recuperar
las primeras tres filas de la tabla, esto es, decir que siempre que A es verdadera o B
es verdadera, A V B es verdadera. Sin embargo, ninguna validez nos fuerza a aceptar la
ultima fila. Existen valuaciones que satisfacen todas las valideces de la 16gica clasica, pero
son ‘aberrantes’ en el sentido de que le asignan verdad a disyunciones cuyos disyuntos son
ambos falsos. (Para un ejemplo, véase Shoesmith y Smiley, 1978, p. 3.) Consideremos,
ahora, la negacion. La validez @ H A V = A nos permite reconstruir la segunda fila de
la tabla, esto es, decir que siempre que A es falsa, =A es verdadera.”” Sin embargo,
ninguna validez nos fuerza a aceptar la primera fila. Existen valuaciones que satisfacen
todas las valideces de la 16gica clésica, pero son ‘aberrantes’, esta vez en el sentido de que
le asignan verdad a oraciones cuya negacion es verdadera. (Un ejemplo paradigmatico es

la valuacion trivial, que le asigna 1 a todas la férmulas del lenguaje.) El hecho de que haya

Estamos asumiendo, por mor del argumento, que la disyunciéfx{o- 2022001613804 B/EdddEH#EFY L
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interpretaciones como las mencionadas para la légica cldsica suele ser suele ser entendido
por analogia con la bien conocida existencia de modelos no estdndar para teorias de primer
orden (véase ‘Teorema de Lowenheim—Skolem’ en Boolos et al., 2002).

Las conclusiones multiples disyuntivas ofrecen una solucién elegante al problema. Por
un lado, la validez {A V B} F { A, B} nos permite recuperar la dltima fila de la tabla de
la disyunciodn, esto es, decir que siempre que una disyuncion es verdadera, alguno de sus
disyuntos es verdadero. Por otro lado, la validez {A,—A} F @ nos permite recuperar la
primer fila en la tabla de la negacion, esto es, decir que, cuando A es verdadera, = A ha
de ser falsa. Asi, la l6gica clasica de conclusiones multiples disyuntivas se ve libre de
modelos no estdndar. Carnap mismo toma este camino para sacar de apuros a la 16gica
clasica, y Shoesmith y Smiley sugieren, de hecho, que el problema de la categoricidad
es una de las razones por las que conclusiones multiples son de interés (p. 7). Ahora
bien—continda la objecién—si leemos las conclusiones miultiples de manera conjuntiva,
caemos de vuelta en un callej6n sin salida. Por un lado, el argumento {A V B} - {A, B}
es invdlido. Por otro lado, el argumento {A,—A} F @ es vélido, pero una interpretacién
en que tanto A como —A son verdaderas no lo contraejemplifica. En ambos casos, no
logramos deshacernos de las valuaciones indeseadas. La conclusion es que el enfoque
disyuntivo es superior al conjuntivo en un aspecto importante, a saber, el de habilitar una
solucion razonable al problema de la categoricidad.

Mi respuesta, en resumidas cuentas, es que podemos solucionar el problema de la ca-
tegoricidad sin apelar a conclusiones multiples en absoluto. Como sefialan Smiley (1996)
y Rumfitt (2008), la 16gica clésica de conclusiones simples puede descartar las interpre-
taciones no deseadas del lenguaje si, ademds de considerar argumentos que preservan el
valor 1, consideramos argumentos que preserven el valor 0. Smiley y Rumfitt asocian
estos valores con las actitudes mentales de aceptacién y rechazo; yo los asocio con las
propiedades semdnticas de verdad y falsedad, pero la diferencia no es relevante para los

propositos que nos conciernen. Consideremos la siguiente definicion:

Definicion 71. El argumento que va de I' a A tiene validez inversa en CL, abreviado
I T cL A, siy sélo si, para toda v € Val, si v(T') C {O}%nggggéoz%g%sgodtJBA'DME#FFYL
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La validez inversa consiste, entonces, en la preservacion de falsedad de premisas a conclu-
sion. El nombre de la propiedad se debe a que, si entendemos la consecuencia l6gica como
un condicional estricto, entonces en légica cldsica la relaciéon T captura su inversion:

AT Bsiysélosi mA |= —B. Ahora, es fécil corroborar lo siguiente:

Hecho 41.
(@) A BTTcLAVB
(b) (%) TCLA A=A

El item (a) descarta cualquier valuacion que asigne 1 a una disyuncidn, cuando asigna 0 a
sus disyuntos. El item (b) descarta la valuacién que le asigna 1 tanto a una oracién como
a su negacion. Sabemos, entonces, que un cdlculo correcto y completo respecto de las
valideces cldsicas ordinarias e inversas serd categorico, i.e. carecerd de interpretaciones
no estdndar. En lo que sigue, brindamos un tal cdlculo.

Smiley y Rumfitt optan por deduccién natural. Nosotros trabajamos con secuentes. Pre-
sentamos un sistema que, ademds de secuentes convencionales, tiene lo que denominamos

secuentes inversos; son objetos de la forma I' || A, cuya lectura intuitiva es I' T A.

Definiciéon 72. El célculo S, , resulta de tomar Scy,, reemplazar Gem-at, R— y L— por

cL!

Gem, R—, L—y Cut, y agregar las reglas siguientes:

TJA AA|C

v
4 A Cut T,A|C
r,AC T,B|C , TvAB)

LAY RAYTyANB

T,AANB|C
LABYC ,Tua TyB
A RV
U,—
LVY T AVBYC [yAVE
Fia , ALt
R—
ﬁbi -
L= Ay T ry-a
— TLALC T,-A|C
LT T 1ya LNCY

r|c
18] a validez inversa fue estudiada bajo el nombre de ‘antivalideﬁ%g@ggfggg-ég-%@bﬁﬁQM,E}@:OFY L

la terminologia de Fiore et al. (2022).
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Definicién 73. T T, ,A (I' =, , A) si'y sdlo si, para todo subconjunto finito A de A

hay algin subconjunto finito I de T" tal que I || A" (' = A) es derivable en S, ;.

Antes de exhibir el resultado de correccién y completitud, vale la pena ver cémo
Sy evita las interpretaciones indeseadas. Por un lado, la regla RV dice que, si hemos
probado la falsedad de A, y también la falsedad de B, hemos probado la falsedad de A \V B;
asi, descarta las valuaciones que son anémalas respecto de la disyuncién. Por otro lado,

contamos con la derivacion

U — gt
A “AlA M

J
AJAN-A —AJAAN-A
JAN—A

RAY

LNC

cuya conclusion descarta la valuacion que asigna verdad a una oracién y su negacion.

Ahora si,
Teorema 42. I' T ,Asiysélosil T cLA

Demostracion. Dejamos correccion como ejercicio, y pasamos a completitud.
Comenzamos mencionando que las reglas del condicional de Sy, son derivables en
Scp v usando las reglas de la negacién y Cut; asi, S, , contiene un cdlculo correcto y
completo para las valideces de CL. Ahora, definimos una funcién de ‘traducciéon’ T que
toma férmulas y devuelve férmulas, como sigue:
t(p)=p
T(-A) = -1(A)
T(AANB)=1(A)V 1(B)
T(AV B) =1(A) ANT(B)
T(L)=T
Es decir, T reemplaza cada conjuncién por una disyuncién, cada L por T,y viceversa en
ambos casos. Usamos T(I') para denotar al conjunto {7(y):7v €T}. SiT = Aesun
secuente, T(I' = A) es el secuente inverso T(I') |, T(A). Por dltimo, si R es una regla,
T(R) es laregla que resulta de reemplazar cada secuente I' = A en R por T(I' = A). La

prueba apela a dos Lemas GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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Lema 43. Para cada regla’ R en S

cL! que contiene secuentes, la regla T (R) es derivable

en el sistema.
Demostracion. Por inspeccion de las reglas correspondientes. O
Lema 44. SiT T cp A, entonces T(T) =cL T(A)

Demostracion. Si v es una interpretacion de L, sea 7 la interpretacion tal que, para
cada variable proposicional p, 7(p) = 1 — v(p). Probamos por induccién que, para toda
férmula A del lenguaje, 3(t(A)) =1 —v(A).
= Paso base. A es de la forma p. T(p) = p, por lo que el resultado se sigue por
definicion de 7.
= Paso inductivo. La hip6tesis inductiva (HI) es que el resultado vale para cualquier

A de complejidad menor a n. Sea A de complejidad n. Tenemos cuatro casos:
» Aes L.Entonces, 5(t(L))=3(T)=1=1—-10(1)

e A es —B. Entonces,
o(t(-B)) = 9(—t(B)) (por def. T)
= 1—9(t(B)) (por def. —)
= 1—(1—-o9v(B)) (por HI)
= 1—v(—=(B)) (por def. —)
» Aes B A C. Entonces,
o(t(BAC)) = 9(t(B) Vv (C)) (por def. T)
max (3(7(B)),5(7(C))) (por def. V)
max(1 —v(B),1 —v(C)) (por HI)
1 —min(v(B),v(C)) (por aritmética)
= 1—9v(BAC) (pordef. N)

* Aes BV C.El caso es similar al inmediato superior.

Supongamos ahoraque 7(T') [=cr T(A). Entonces, hay una valuacién v tal que v(7(T')) C

{1}, yo(t(A)) € {1}. Luego, 5(T') C {0} y 5(A) £ {0}. Asi, T TRcpLA.? m

Con los anteriores Lemas, atacamos completitud. Supongamos que I' T ¢ A. Entonces,

7(T') F=cL T(A) (por el Lema 44). Luego, T(T') =, 4 T(A) (por la completitud de S, ;).

Por ultimo, I' TCL + A\ (por el Lema 43 y el hecho de que T es involutiva). m|

9 Apelo de manera implicita al hecho de que T es involutiva.  GD-2022-00151380-UBA-DMEH#FEY L
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4.3. ;Un ToNK estructural? Capitulo 4. Ambigiiedad Metatedrica

A la hora de enfrentar el problema de la categoricidad, no necesitamos conclusiones
multiples de ningun tipo; basta conque consideremos argumentos que preservan el valor
0. Ademais, el estudio de la preservacion de falsedad puede recibir justificacion filoséfica
independiente. Por un lado, dentro del paradigma del inferencialismo l6gico, podriamos
abrazar el bilateralismo, o la tesis de que el rechazo es una actitud primitiva tanto como
la aceptacion, y el significado de las constantes 16gicas queda determinado, no sélo por
las reglas que gobiernan la aceptacion de los enunciados en que esas constantes aparecen,
sino también por las reglas que gobiernan su rechazo—esta es, de hecho, la posicién
que defienden Smiley y Rumfitt cuando presentan sus respectivos calculos de deduccion
natural. Por otro lado, podriamos sostener que, con independencia de si el bilateralismo
es correcto, el estudio de los argumentos que preservan el valor O tiene interés para la
l16gica filosdfica; por ejemplo, ilumina ciertas dualidades semdnticas que existen entre
v.g. la conjuncién y la disyuncién, o T y L. En cualquier caso, creo que, incluso si
nuestra justificacion filosofica fuera impugnada, el enfoque disyuntivo quedaria en clara
desventaja. La razon es que, segin argumenté en el Capitulo 3, se desempefia peor que el
enfoque conjuntivo a la hora de modelar el razonamiento en el lenguaje natural, y segtin
argumenté en el Capitulo 4, enfrenta algunos problemas conceptuales—a mi entender,
mads bien graves—relacionados con la ambigiiedad de su metateoria. Si quienes defienden
el enfoque disyuntivo no contestan de manera exitosa los argumentos que esbocé en
esos capitulos, su apelacion a las conclusiones multiples para resolver el problema de la
categoricidad puede ser considerada tan o mds ad hoc que nuestra apelacién al estudio de

los argumentos que preservan el valor 0.
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Conclusiones

Primero, hago una breve resefia de las principales ideas que defendi a lo largo del
presente trabajo:
(1) Las conclusiones multiples conjuntivas pueden ser iitiles para modelar el razona-
miento ordinario. Las razones son, a grandes rasgos, dos:

(1.1) Hay conclusiones miiltiples conjuntivas en el lenguaje natural (Seccién 3.1.2).
A veces, formalizar un argumento usando conclusiones multiples leidas de
manera conjuntiva es mas satisfactorio que formalizar el mismo argumento
usando una conjuncién como conclusién tnica.

= En general, la identidad de los argumentos parece insensible al orden y
cantidad de apariciones de sus premisas, pero la identidad de las conjun-
ciones es sensible al orden y cantidad de apariciones de sus conyuntos.

= [os argumentos con infinitas conclusiones no se pueden formalizar usando
una conjuncién ordinaria como conclusion tnica, y el uso de conjunciones
infinitarias es costoso en términos de economia expresiva

= Si formalizamos los argumentos de conclusiones en apariencia multiples
con una conjuncién como conclusién Unica, por paridad de razonamiento,
deberiamos formalizar los argumentos con premisas en apariencia multi-
ples con una conjuncién tnica premisa.

Por otro lado, y a pesar de lo que sugieren Cintula y Paoli, emitir un argumento
con 1 conclusiones multiples no parece equivalente a emitir 7 argumentos con
una dnica conclusion. La hablante del caso no es consciente de estar emitiendo
n argumentos, y salvo que contemos con razones tedricas de peso, no hay
motivos para desestimar las intuiciones pretedricas de la hablante acerca de lo

que hace con su acto de habla. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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(1.2) Pasarse a la lectura conjuntiva es facil, rapido y no duele (Capitulos 1y 2). La
exploracién técnica arroja que su aplicacion no supone revisiones importantes
respecto de lo que es la préctica usual de la légica.

= Es bastante simple de aplicar a la l6gica cldsica. El sistema resultante,
CCL, satisface todos los principios estructurales esperables a efectos
de modelar el razonamiento no derrotable: reflexividad, transitividad, y
monotonia izquierda. La Teoria de la Prueba ostenta cierta elegancia,
dado que los cdlculos para CCL sélo agregan dos reglas que no estaban
en conclusiones simples, y ambas son prima facie intuitivas.

= La lectura conjuntiva también se aplica sin mayores inconvenientes a un
abanico de l6gicas no cldsicas, incluyendo sistemas subestructurales no
transitivos, no reflexivos, no mon6tonos y no contractivos.

= Hay quienes sostienen que las conclusiones multiples disyuntivas inducen
en la relacion de consecuencia l6gica una simetria deseable. Las conclu-
siones multiples conjuntivas inducen un tipo de simetria distinto aunque
emparentado, y en ningin sentido inferior. En términos de ‘belleza esté-
tica’, ambos enfoques estdn a la par.

= Hay quienes sostienen que las 16gicas no estdn determinadas s6lo por sus
inferencias, sino también por sus metainferencias. La l6gica CCL tiene
todas las metainferencias que podiamos esperar, a efectos de sostener
que es una generalizacion de CL. Ademads, el enfoque conjuntivo habilita
una definicion satisfactoria de la validez global en metainferencias de
conclusiones multiples.

Por otra parte,

(2) Las conclusiones miultiples disyuntivas no sirven para modelar el razonamiento. Y
las razones son dos otra vez:

(2.1) No hay conclusiones multiples disyuntivas en el lenguaje natural (Sec. 3.1.1).

Es decir, no hay argumentos cuya formalizacion exitosa requiera de conclusio-

nes multiples disyuntivas. GD-2022-00151380-UBA-DME#FFY L
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= Como sefiala Evans, los argumentos sélidos con conclusiones multiples
disyuntivas no proporcionan respaldo a ninguna de sus conclusiones en
particular; luego, las ‘conclusiones’ en cuestién no son independientes
una de otra en el discurso.

= En contra de lo que sugiere Restall, el razonamiento por casos no es
evidencia en favor de las conclusiones multiples disyuntivas. El razona-
miento se puede formalizar, de manera igual de satisfactoria, en cdlculos
de conclusiones simples.

(2.2) Elenfoque disyuntivo tiene consecuencias contraintuitivas (Seccion 3.2) Cuan-
do trabajamos con conclusiones simples, o multiples conjuntivas, la relacion de
equivalencia légica (cldsica) es una genuina relacion de equivalencia. Cuando
trabajamos con conclusiones multiples disyuntivas, no lo es. Esto explica cier-
tas consecuencias contraintuitivas del enfoque disyuntivo; por ejemplo, hay
conjuntos de oraciones que son equivalentes uno al otro, aunque no comparten
los mismos modelos.

Finalmente,

(3) La lectura disyuntiva a las conclusiones miiltiples tiene problemas

(3.1) Es ambigua (Secciones 4.1-4.2). Hay ciertas entidades (las colecciones de
oraciones) a las que atribuye propiedades distintas (condiciones de verdad, de
satisfaccion, o contenido) dependiendo de qué lugar ocupan en los enunciados
de los que sus nombres forman parte. Quien defiende la lectura disyuntiva
tiene tres estrategias a la hora de responder:

(i) Sacrificar ciertas maneras usuales de hablar acerca de la validez (como
‘preservacion de verdad’, ‘inclusiéon de contenido’).
(i1) Sacrificar la idea de que, al trabajar con conclusiones multiples, los relata
de la relacién de consecuencia légica son colecciones de oraciones.
(i11) Dar una justificacion de la ambigiiedad, es decir, explicar por qué las

entidades del caso varian sus propiedades de acuerdo con factores prima
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Ninguna de las estrategias es, por razones que argumenté, demasiado cdmoda.
(3.2) Nos recuerda demasiado a Tonk (Secciéon 4.3) El comportamiento estructural

de las conclusiones miltiples disyuntivas se asemeja, en importantes respectos,

al comportamiento de la conectiva TONK. Pero ToNK es el caso paradigmatico

de constante légica ilegitima. Luego, el comportamiento estructural de las

conclusiones multiples disyuntivas es ilegitimo también. Por supuesto, quien

defiende la lectura disyuntiva tiene dos estrategias a disposicion:

(1) Negar que TONK sea una constante ilegitima
(i1)) Mostrar que, en realidad, hay importantes desemejanzas entre TONK y el
comportamiento estructural de las conclusiones multiples disyuntivas

Dicho lo anterior, menciono dos ideas con las que no me comprometo, para asi marcar
los limites del trabajo. En primer lugar, sostuve, es cierto, que las conclusiones multiples
conjuntivas son Utiles en algunos respectos. Pero no afirmo que deban reemplazar a las
conclusiones simples, en ningtn sentido. Por un lado, las razones que di para su uso se
circunscriben a solo una de las posibles aplicaciones de la 16gica, que es la de modelar
el razonamiento ordinario—queda por verse si hay otras aplicaciones en las que son
utiles también. Por otro lado, incluso en la provincia del razonamiento, no creo que las
conclusiones miultiples sean un fenémeno generalizado; por el contrario, admito que los
argumentos en que aparecen, si bien existen, son mds bien infrecuentes. Luego, no pienso
que sea preciso cambiar la manera en que formalizamos cuando ensefiamos 16gica.

En segundo lugar, sostuve, es cierto, que las conclusiones multiples disyuntivas tienen
problemas. Pero no afirmo que carezcan de aplicaciones utiles. Por ejemplo, sirven para
definir cdlculos de secuentes para la I6gica cldsica en donde vale la eliminacién de corte.??
También, permiten resolver el problema de la categoricidad. Por lo pronto, entonces, no
pienso que debamos eliminar su estudio de la 16gica. (Espero haber mostrado, sin embargo,
que apelar a conclusiones multiples disyuntivas no es una movida barata; de hecho, puede

considerarse ad hoc, si las objeciones que las afectan no reciben respuesta.)

20Un resultado de eliminacién de corte muestra que un cdlculo prueba los mismos secuentes con y
sin la regla Cut; esto es deseable por miiltiples razones, entre otras, que bajo ciertas condiciones implica
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Para terminar, esbozo lo que creo que es la moraleja general de este trabajo. Tenemos
cierta evidencia empirica y consideraciones tedricas que motivan el uso de conclusiones
multiples conjuntivas al modelar el razonamiento ordinario. Tenemos pocas o ninguna
razon que motive el uso de conclusiones multiples disyuntivas para el mismo fin. Al
mismo tiempo, la lectura disyuntiva de las conclusiones multiples se encuentra con ciertas
objeciones filosoficas, que han pasado mds bien inadvertidas en la literatura, y que no
aquejan a la lectura conjuntiva.

A veces, mi sensacion predominante es: “Los sistemas de conclusiones miiltiples
conjuntivas son interesantes. Vale la pena estudiarlos”. Otras veces, la idea que prevalece
es: “Las conclusiones simples estdn bastante bien, a los propdsitos que nos suelen interesar
en logica. Pero, ;qué es eso de conclusiones multiples disyuntivas? jNo tiene sentido!” La

lectora elige con cudl de las dos quedarse, si es que no ambas.
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